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Vorwort

. Mathematik ist Musik des Geistes, Musik ist Mathematik der Seele “1,
Daniil Charms (1905 - 1942)

Viele Menschen sind der Meinung, Mathematik und Musik seien zwei voéllig unterschiedliche
Bereiche. Mathematik sei reine Theorie und aulRerdem langweilig und unkreativ. Musik
hingegen sei eine kreative Ausdrucksweise, welche die Gefilhle des Menschen wie auf
magische Weise beeinflussen kann — und damit das komplette Gegenteil von Mathematik. Der
US-amerikanische Musiker Marylin Manson beschreibt sie sogar als ,,[...] die stirkste Form
der Magie.*?

Dass sehr wohl ein Zusammenhang zwischen Mathematik und Musik besteht, zeigt das Zitat
des russischen Schriftstellers Daniil Charms. Ihm zufolge sei mathematisches Denken eine
Art Musik fur den menschlichen Verstand, Musik eine Form der Mathematik, die die
Gefiihlswelt beeinflusst. Auch schon vor ihm haben sich Menschen mit dieser Thematik
auseinandergesetzt. Der griechische Philosoph und Mathematiker Pythagoras (um 570 v.Chr.)
gilt als Begriinder der musikalischen Harmonielehre und schrieb seine Erkenntnisse in seiner
,,Lehre von der Harmonie der Sphéren“3 nieder. Auch die beriihmten deutschen Musiker und
Komponisten Johann Sebastian Bach und Wolfgang Amadeus Mozart haben bereits die
musikalisch-mathematische Verbindung erkannt. Bach bediente sich wie viele Barockmusiker
dem Zahlenalphabet, in welchem die Buchstaben von 1-26 durchnummeriert sind. Die
Summe der Buchstaben seines Namens (B+A+C+H) betrédgt folglich 14. Diese Zahl gilt als
,Bachzahl“*, weil sie in vielen seiner Kompositionen wiederzufinden ist: Seine ,,Goldberg-
Variationen bestehen aus 14 Kanons, die ,Kunst der Fuge“ aus 14 Fugen.
Musikwissenschaftler sind sich einig, dass es sich dabei nicht um einen Zufall handeln kann.
Der Wiener Klassiker Mozart komponierte mit seiner ,,Anleitung so viel Walzer oder
Schleifer mit zwei Wirfeln zu componiren so viel man will ohne musikalisch zu seyn noch
etwas von der Composition zu verstehen® (ca. 1787, KV Anhang 294d)° ein musikalisches
Warfelspiel. Dabei muss der Spieler 16 Mal hintereinander wirfeln, wodurch nach
bestimmten Regeln 16 Takte ausgewdhlt werden, die aneinandergereiht einen Walzer
ergeben. Es gibt insgesamt 129 Quadrilliarden Méglichkeiten fir verschiedene Musikstiicke!®

Schon anhand dieser Beispiele wird die Vielféltigkeit an Verbindungen zwischen den beiden
scheinbar vollig unterschiedlichen Wissenschaften deutlich. Von den Zahlenverhaltnissen der
Frequenzen Uber das Gesetz des Wohlklangs bis hin zu den verschiedenen Stimmungen und
der Fourier-Analyse l&sst sich tberall ein Zusammenhang zwischen Mathematik und Musik
erkennen. Der Frage, wie viel Mathematik wirklich in der Musik steckt und in welchen
Formen sie sich &ulert, widmet sich diese Komplexe Leistung.

! http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html (25.10.2019)
2 https://www.rogersandega.lima-city.de/musik-zitate.html (25.10.2019)
® https://radio-kreta.de/pythagoras-ohne-mathematik-gabe-es-keine-musik/ (26.10.2019)
* http://www.buchstabenschubser.de/arbeiten/bachhaus-eisenach_bach-14/ (26.10.2019)
® Librero 2019 — Die Mathematik der Musik, S. 134ff.
® https://mug.didaktik-graz.at/Files/Mathematikum/Mozart.pdf (16.10.2019)
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1 Abkulrzungsverzeichnis

KV — Kéchelverzeichnis (Werkverzeichnis der Kompositionen Wolfgang Amadeus Mozarts)’
dB — Dezibel (Einheit der Frequenz)

Hz — Hertz (Einheit der Frequenz), 1 Hz = 1/s (Periodendauer einer Schallwelle)

kl./gr. — klein/groR8 (Form des Intervalls nach Anzahl umfasster Halbtone, in 4.1)

Cent — MaReinheit der Tonhdhe zum genaueren Vergleich musikalischer Intervalle®,
1
(Erhohung des ,,a“ um 1 Cent: 440 Hz - 21200 = 440,254 Hz)

" https://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6chelverzeichnis (26.10.2019)
& https://de.wikipedia.org/wiki/Cent_(Musik) (26.12.2019)
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2 Einleitung

Musik spielt im Leben der Verfasserin seit ihrer friihsten Kindheit eine bedeutende Rolle. So
verbringt sie seit ihrem funften Lebensjahr einen GroRteil ihrer Zeit mit dem Violinspiel. Im
Grundschulalter kam dann die Begeisterung fir die Mathematik hinzu. Als sie wéhrend ihres
Praktikums im Mai 2019 an der Technischen Universitdt Dresden unter dem Thema
., Mathematik, Musik und schwingende Seiten** von Zusammenhangen zwischen diesen beiden
Wissenschaften erfuhr, faszinierte sie das sehr und inspirierte sie zu dieser Arbeit.

Die Verbindungen zwischen Mathematik und Musik sind vielfaltig. In der vorliegenden
Arbeit betrachtet die Verfasserin mathematische Hintergriinde der Musik und wird zunéchst
auf Grundlagen der Musiktheorie sowohl im rhythmischen als auch im tonalen Bereich
eingehen. Dabei werden im Bereich der Rhythmik Taktarten und Notenwerte angesprochen,
welche auf einfacher Bruchrechnung aufbauen. Parameter kennen die meisten Menschen aus
mathematischen Funktionen. Dass sie auch im Zusammenhang mit Tonen stehen kdnnen,
wird im Folgenden gezeigt.

Daraufhin begeben wir uns von einzelnen Ténen in die Ebene mehrerer gleichzeitig und
nacheinander erklingender Tone, auch als Intervalle bezeichnet. Die Verfasserin erléutert
deren Zusammenhang mit linearem und exponentiellem Wachstum und erforscht mithilfe von
Boomwhackers, wie Intervalle mit Langenverhéltnissen beschrieben werden konnen. Der
Frage, weshalb einige Tone besser zusammen klingen, als andere, wird die Verfasserin
ebenfalls untersuchen und dabei zwei verschiedene Mdglichkeiten nutzen, die Phdnomene
Konsonanz und Dissonanz mathematisch zu erklaren.

Verstimmte Instrumente kdnnen in unseren Ohren wirklich schrecklich klingen. Im Laufe der
Geschichte hat es viele Versuche gegeben, die Stimmung zu optimieren, indem ,,Probleme*
friherer Stimmungssysteme behoben wurden, jedoch gleichzeitig neue entstanden. Diesen
scheinbar nie endenden Optimierungen der Stimmungssysteme widmet sich die Verfasserin
im Anschluss. In diesem Kapitel gibt es weiterhin Antworten auf die Frage, wo es in der
Musik Wolfe und Kommas gibt. Um ihre theoretischen Ausfiihrungen zu den verschiedenen
Stimmungssystemen praktisch zu veranschaulichen, héngt die Verfasserin ein Python-
Programm, das infolge des besagten Praktikums an der TU Dresden entstanden ist an, welches
es ermdglicht, eine Kadenz in verschiedenen Stimmungen abspielen zu lassen.

Ein wesentlicher, nicht zu vernachlassigender Faktor, welcher die Musik ausmacht, ist die
Klangfarbe. Das Geheimnis ihres Ursprungs liegt in den Oberténen, die im letzten Kapitel
dieser Arbeit betrachtet werden. Mithilfe der Fourier-Analyse wird das ,,Klangmuster eines
Klaviers untersucht. Zum Schluss werden zur Reflexion und abschlieBenden Beantwortung
der Leitfrage, in welchen Formen sich die Mathematik in der Musik &uRert, die wichtigsten
Erkenntnisse der Arbeit in einem Fazit zusammengefasst.



3 Grundlagen
3.1 Rhythmus, Takt und Notenwerte

Schon in den Grundlagen der Musiktheorie spielt die Mathematik in Form einfacher
Bruchrechnung eine wichtige Rolle.

Der Rhythmus ist ein Grundelement flr die musikalische Gestaltung und baut auf Takte als
Grundmuster jedes Musikstlicks auf. Die Takte setzen sich aus Gruppen von Grundschlagen
zusammen, welche je nach Taktart variieren. Diese gleichméaRigen Pulsschlage kann man mit
dem Ticken einer Uhr vergleichen.? Ein Walzer steht beispielsweise im % Takt, welcher aus
drei Grundschlédgen besteht, wobei ein Grundschlag einer Viertelnote entspricht. Man
unterscheidet zwischen geraden Taktarten (z.B. mit zwei oder vier Viertelnoten pro Takt),
welche aus zwei ,,Teilen” bestehen, weshalb die Betonung auf dem 1. und 3. Ton liegt und
ungeraden Taktarten (z.B. 3/4 oder 3/8-Takt) mit Betonung auf dem ersten Ton. Es gibt
jedoch auch noch andere (ungerade) Taktarten, wie den 6/8-Takt, welcher aus zwei 3-er
Gruppen besteht, weshalb die Betonung auf dem 1. und 4. Ton liegt oder den 5/4 bzw. 7/4-
Takt, welche dann beziiglich der Betonung in 2-er und 3-er Gruppen aufgeteilt werden.°

Ein Takt besteht jedoch nicht nur aus Viertel- und Achtelnoten. In der Musik gibt es ein
System von relativen Zeiteinheiten, wobei das Wort ,relativ bedeutet, dass es auf das
Grundtempo ankommt. Das Tempo eines Musikstiicks wird in der Form ,,Notenwerte pro
Zeiteinheit in min“ (wobei der Notenwert meist der Viertelnote entspricht) ausgedriickt. Die
Tempoangabe J=90 bedeutet demnach, dass in einer Minute 90 Viertelnoten gespielt werden.
Im Folgenden wird der 4/4- Takt als ,,Normalfall“ betrachtet, da die Bezeichnungen der
Notenwerte nach ihm ausgerichtet sind. Eine Viertelnote entspricht einem Grundschlag und
damit ¥ des Taktes. Eine ganze Note fillt vier Schldge und damit einen ganzen Takt aus, eine
halbe Note zwei Schldge und einen halben Takt. Eine Achtelnote entspricht einem halben
Grundschlag (1/8 des Taktes), eine 16tel-Note dem Viertel eines Grundschlags (1/16 des
Taktes) usw. (siehe Grafik''). Werden Noten mit einem Punkt versehen, addiert man zu ihrem
Notenwert nochmal die Halfte ihres Wertes hinzu. Die Triole == als Besonderheit hat
den jeweils nachsthoheren Notenwert (z.B. Die Achteltriole ist so lang wie eine Viertel.)

An dieser Stelle lasst sich besonders gut ein Bezug zur Mathematik herstellen:

2 3 4

o

- Um einen Takt zu fillen, addiert
' man die verschiedenen Notenwerte.
Dabei muss man bei einem 4/4-Takt
beispielsweise immer auf 1, bei
einem % Takt auf 0,75 kommen.
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Abb. 1: Ubersicht tiber die Notenwerte

® https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/musik/artikel/rhythmus (02.11.2019)

19 https://www.theorie-musik.de/grundlagen/taktarten/ (02.11.2019)

1 https://www.meyer-gitarre.de/musiklehre/rhythmus/notenwerte/index.html (02.11.2019)
12 https://www.theorie-musik.de/grundlagen/mit-noten-notenwerten-rechnen/ (02.11.2019)
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3.2 Parameter in der Musik — Lautstarke und Tonhdhe

Nicht nur in den Naturwissenschaften gibt es Parameter. Auch in der Musik sind sie fur die
Beschreibung elementarer Aspekte wie Tonhohe oder Lautstérke von grofl3er Bedeutung.

., Der Ausdruck selbst entstammt der Mathematik; er musste sich /...Jeinen Bedeutungswandel
gefallen lassen. Jetzt, in der Musik, nennt man Parameter alle Dimensionen des
musikalischen Verlaufs, die sich isoliert verandern lassen “**(Dibelius, 1988, S.337f.).

Wahrend der Parameter in der Mathematik eine variable GroRe in Gleichungen oder
Funktionen ist, beschreibt er in der Musik Gestaltungsmittel, welche die musikalische
Wahrnehmung in einer bestimmten Dimension (z.B. Tondauer: Zeit) beeinflussen. Diese
Tatsache druckt der deutsche Musikpublizist Ulrich Dibelius (1942 — 2008) als Bedeutungs-
wechsel aus. Mit ,,isoliert verdndern* meint der Autor, dass ein Ton beispielsweise lauter oder
leiser gespielt werden kann, ohne dass sich die Tonhohe dadurch &ndert. In beiden
Wissenschaften nimmt der Parameter Einfluss auf das ,,Ergebnis® — in der Mathematik
beispielsweise ein Funktionsgraph, in der Musik der resultierende Ton. In der Musik gibt es
neben den priméren Parametern wie Lautstarke, Tonhohe oder Tondauer auch sekundare
Parameter (z.B. Klangfarbe)**, welche spater noch genauer betrachtet werden.

Tdne sind Schwingungen. Die Auswirkungen der Parameter Tonhohe und Lautstérke auf den
Ton werden besonders gut deutlich, wenn man ihn als Sinuskurve darstellt™:

Die Lautstarke hangt wvon der )

Amplitude der Schwingung bzw. der :

GroRe der Druckschwankungen, die der

/

Schall verursacht, ab. Je groBer die = *%W. 7° ~ W\ * N A\
Amplitude der Sinuskurve ist, desto £

lauter ist der Ton (s. Grafik). .
Die Einheit der Lautstirke ist Dezibel Abb. 2: Sinuskurve: Anderung der Lautstérke
(dB), wobei leise Musik in etwa 40dB entspricht, ein Orchester im forte ca. 90dB und ein
Rockkonzert sogar 110dB erreicht. In Musiksticken wird die Lautstarke mit bestimmten
Zeichen und Begriffen beschrieben: Die Spannweite reicht von piano pianissimo
(ppp: sehr leise) Uber Zwischenstufen wie mezzoforte (mf: mittellaut) bis zum forte
fortissimo (fff: sehr laut). Crescendo (<) heif3t lauter, decrescendo (>) leiser werden.

Die Frequenz eines Tones bzw. die :
Schnelligkeit der Druckschwankungen

Hertz (Hz) gibt die Anzahl der
Schwingungen pro  Sekunde an.
Menschen konnen im Durchschnitt
Frequenzen zwischen 20Hz (tiefster
Ton) und 20.000Hz wahrnehmen. Hohe Tone haben eine hohe Frequenz, wobei die
Sinuskurve eine kleine Periodenlange aufweist und in Richtung der x-Achse gestaucht ist. Bei
tiefen Tonen ist es genau umgekehrt und der Graph ist gestreckt.

bestimmt die Tonhéhe. Die Frequenz in \“”m /\ | /\
D7V f,

tiefer Ton

Abb. 3: Sinuskurve: Anderung der Tonhéhe

Wie wir sehen haben die Parameter Lautstirke und Tonhdhe einen entscheidenden Einfluss
auf den Verlauf der Sinuskurve eines Tones (=Schwingung).

13 Piper 1988 — Moderne Musik 1., 4. Auflage, S. 337f.
 https://worlds-of-music.de/WOM.php?idex=2410 (24.11.2019)
15 Sinusplots erstellt mit GeoGebra Classic
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4 Intervalle
4.1 Zusammenhang mit Wachstum

Intervalle bezeichnen den Abstand zwischen zwei nacheinander oder gleichzeitig
erklingenden Tonen und gehdren zu den Grundlagen der Musiktheorie. Tonleitern, Akkorde
sowie jedes erdenkliche Musikstiick bauen auf Intervallen auf. In zwei verschiedenen
Herangehensweisen, ein Intervall zu bestimmen wird ein interessanter Bezug zur Mathematik
beziehungsweise linearem und exponentiellem Wachstum ersichtlich®®:

Angenommen, wir bestimmen ein Intervall, indem wir die Tasten eines Klaviers zahlen. Wir
nummerieren die Tasten von a° bis c® beginnend mit 1. und sehen, dass ,,a“-Tasten die
Nummern 1, 8, 15, 22, 29 etc. tragen. Von einem a zum néchsten bewegen wir uns um genau
sieben Tasten, das Wachstum ist linear mit a(n) = 1 + 7 - n. Wenn wir anstelle der Tasten
die Frequenzen der Tone betrachten, ist das Wachstum nicht linear, sondern exponentiell: Die
Frequenz von a° betragt 27,5Hz. Multiplizieren wir diesen Wert mit 2 erhalten wir mit 55Hz
die Frequenz des néchsten a. Die darauffolgenden a sind mit 110Hz, 220Hz und 440Hz
gestimmt. Die Frequenz eines a kénnen wir demnach mit der Gleichung a(n) = 27,5Hz - 2"
bestimmen, wobei ,,n* die Nummer des jeweiligen a ist (z.B. n(a’) = 1).

4.2 Langenverhaltnisse und Intervalle

Der Name eines Intervalls ist von der Anzahl der
umfassten Toéne abhéngig. Das kleinste Intervall, die
Prime umfasst nur einen Ton. Die Sekunde gibt den
Abstand zwischen zwei Tonen an, wobei die kleine Abb. 4: Monochord nach Pythagoras
Sekunde einen und die groRe Sekunde zwei Halbtone umfasst. Die anderen Intervalle heil3en
kl./gr. Terz (1.-3.Ton), Quarte, Quinte, kl./gr. Sexte, kl./gr. Septime und Oktave (1.-8. Ton)."’
Jedes Intervall wird durch ein Verhaltnis zweier L&ngen bestimmt: Bei Saiteninstrumenten die
durch den Finger abgetrennten Abschnitte der Saite, bei Blasinstrumenten das Luftvolumen,
welches durch Ventile oder Ahnliches abgetrennt wird. Pythagoras hat sich den Intervallen
mit einem Monochord (= langlicher Resonanzkasten, ber den eine Saite gespannt ist)
gendhert (obere Grafik'®). Die Verfasserin verdeutlicht den
Zusammenhang zwischen Langenverhaltnissen und Intervallen mithilfe
von Boomwhackers, bei denen durch Schlagen auf die flache Hand ein
bestimmter Ton entsteht, indem sie zwei Rohre ausmisst und das
Langenverhéaltnis berechnet.

Tabelle 1: Langenverhaltnisse von Boomwhackers

Intervall Léange Rohr 1 Lange Rohr 2 L&ngenverhaltnis

Oktave 62,7cm 30,2cm ~2:1

Quinte 62,7cm 40,9cm ~3:2

Quarte 62,7cm 46,3cm ~4:3

grole Terz 62,7cm 49,3cm ~5:4

kleine Terz 55,5cm 46,3cm ~6:5 - -

Abb. 5: Boomwhackers
Wie wir sehen, steigt die Differenz der Rohrldngen mit zunehmendem Abstand zwischen den
jeweils zugehdrigen Tonen. Jedes Intervall hat ein typisches L&ngenverhdltnis. Fir eine
Oktave muss ein Rohr doppelt so lang sein wie das andere, fur eine Quarte ein Viertel langer.

18v/gl. Librero 2019 — Die Mathematik der Musik, S.17
7 http://musikanalyse.net/tutorials/intervalle-bestimmen/ (11.12.2019)
18 https://www.pinterest.de/pin/786300416163830080/?Ip=true (11.12.2019)
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Weiterhin konnen Intervalle nach dem zeitlichen Auftreten der Tone klassifiziert werden.
Erklingen die beiden Tone gleichzeitig, spricht man von einem harmonischen Intervall,
erklingen sie nacheinander, handelt es sich um ein melodisches Intervall.*

4.3 Das Gesetz des Wohlklangs

Warum klingen einige Tone zusammen besser als andere? Wieso empfinden wir die Quinte
als sehr wohlklingend, die kleine Sekunde jedoch als schrag?

In der Musik werden angenehm klingende Zweiklange als konsonant und Tone, die nicht
miteinander harmonieren, als dissonant bezeichnet. Schon die Pythagoreer haben versucht,
diese Phdnomene mathematisch zu erklaren und sind zu dem Schluss gekommen, dass der
Grad der Konsonanz mit der Proportionalitat der Seitenlangen und somit der Frequenzen

zusammenhangt.

Tabelle 2: Ordnung der Intervalle nach Konsonanzwert®

Intervalle sind umso konsonanter, je
einfacher das Zahlenverhaltnis ihrer
Frequenzen ist. Demzufolge sind die

Intervall Frequenzverhaltnis | Klangempfinden | oktave (fL/f2 = 2:1), die Quinte
Ok'gave 2:1 sehr konsonant (3:2), und die Quarte (4:3) sehr
Quinte 3:2 sehr konsonant |y onsonant, Intervalle mit hoheren
aulzrrteTerz 6'3/35;' 2 skii:]rslgﬁgi?nant Frgqugnz-verhéi_ltnissen _dissonant.
kl:/gr: Sexio 825/ 5;3 Konsonant Belsplele fUr_ einen sehr_dlssonanten
groke Sekunde 98 dissonant Zweiklang sind die _klelne Sekunde
Kl./gr. Septime 16:9/ 15:8 dissonant (15_'16) ode"r der Tritonus (ur_nfasst
kleine Sekunde 16:15 sehr dissonant__| drél Ganztone, Intervall zwischen
Tritonus 45:32 sehr dissonant Quarte und Quinte) mit dem

Frequenzverhdltnis 45:32.

Ludwig van Beethoven war einer der bedeutendsten deutschen Komponisten der Wiener
Klassik. Doch ein Merkmal unterschied ihn von anderen Musikern: Nach jahrelanger
Schwerhdrigkeit beginnend im Alter von 27 Jahren, wurde er schlieBlich mit 48 Jahren
komplett taub.?* Und trotzdem war es ihm moglich sehr komplexe Musikstiicke zu schreiben,
obwohl er diese selbst nicht hdren konnte. Das Geheimnis steckt in den mathematischen
Mustern, welche in der Musik verborgen sind. In seiner Mondscheinsonate, welche aus einem
langsamen Fluss von Triolen besteht, verwendet Beethoven Dreikldnge in einem standigen
Wechsel von Konsonanz und Dissonanz. Werden die Tone des ersten Dreiklangs (A, Fis und
D) bzw. deren Frequenzen als Sinuskurven dargestellt, wird ersichtlich, dass sie sich schon
nach 0,042 sec. wieder iiberschneiden (siehe Grafik??), wobei das D in diesem Bereich zwei,
das Fis zweieinhalb und das A drei Perioden durchlduft. Dieses Muster klingt fur uns
angenehm (konsonant). Ebenso bezaubernd wirken die Dissonanzen: die Takte 52 — 54
enthalten beispielsweise Triolen mit B und
C, deren Schallwellen sehr asynchron sind
und die Sinuskurven selten auf der x-Achse [
zusammentreffen. An diesem Beispiel wird
deutlich, dass Akkorde umso konsonanter
sind, je weniger Zeit die Kurven bendtigen,
bis sie sich wieder auf der x-Achse treffen.

y(t) = sin 2nft)
J = frequency (in Hz)
t = time (in seconds)

J= 440 Hz
y(t) = sin (21 440 )

# J=370Hz
« _wit)=sin(

D =294 Hz
w(t) = sin (2x 2947D)
4

Abb. 6: Sinuskurven eines konsonanten Dreiklangs

19 https://www.mu-sig.de/Theorie/Intervalle/intervall1.htm (17.12.2019)

2 http://www.brefeld.homepage.t-online.de/konsonanz.html (20.12.2019)

2 https://www.dw.com/de/10-dinge-die-sie-%C3%BCber-beethoven-wissen-sollten/a-18685203 (20.12.2019)
22 https://www.youtube.com/watch?v=zAXTOmRGuoY (20.12.2019)
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Auch hier wird eine enge Verbindung zur Mathematik ersichtlich. Es gibt zwei verschiedene
Mdglichkeiten, sich den Phanomenen Konsonanz und Dissonanz mathematisch zu nahern:
Zum einen, indem die Zahlenverhéltnisse der Frequenzen beziehungsweise deren Komplexitét
betrachtet werden und andererseits, indem die den Schallwellen zugehérigen Sinuskurven
gezeichnet werden und der Verlauf der Graphen zueinander untersucht wird (Schnittpunkte).

5 Stimmungen

5.1 Problem der Frequenzverteilung

Die beiden T6éne mit den Frequenzen 440Hz und
880Hz bilden eine Oktave. Eine Oktave umfasst
sieben Ganzton- und zwolf Halbtonschritte. Es
sind beispielsweise zwo0If Halbtonschritte notig
um von einem ,,C*“ zum nichsten zu gelangen
(siehe Grafik?®). Eine Tonleiter besteht immer _J )
aus funf Ganztonen und zwei Halbtonen. Nun ~ Abb. 7: Klaviatur: eine Oktave von c* bis c2
stellt sich die Frage, welche Frequenzen die Tone einer Tonleiter (bei A-Dur zwischen 440Hz
und 880Hz) besitzen. Auf Grundlage dieses Problems sind verschiedene Stimmungen als
Losungsansatze entstanden. Im Folgenden wird eine C-Dur Tonleiter betrachtet, die Frequenz
des Anfangstones mit 1f bezeichnet und das Frequenzverhéltnis zu den darauffolgenden
Tonen berechnet. Die Frequenzen dieser Téne werden bestimmt, indem man das Verhaltnis
mit der Frequenz des ersten Tones multipliziert.

5.2 Pythagoreische Stimmung

Pythagoras von Samos hat Quinten als Grundlage fiir seine Stimmung verwendet.

., Die Pythagoreer erhielten die verschiedenen Tone der Tonleiter, indem sie Quinten

verketteten und dann eine , Reduzierung auf die Oktave® durchfiihrten, (...)”24
(Arbonés und Milrud, 2019, S.20).

Fiir die Verkettung der Quinten wird der Quintenzirkel® betrachtet:

Der Abstand jedes Tones zu dem links benachbarten Ton betragt genau
eine Quinte. Um diese Tone innerhalb einer Oktave auf derselben
Tonleiter anordnen zu kénnen, missen wir sie auf die Oktave reduzieren,
sodass der Wert der relativen Frequenzen zwischen 1f (c'/c') und 2f
(c’/c) liegt. Mit dieser Anleitung werden nun schrittweise die Frequenz-
verhaltnisse aller Téne einer C-Dur Tonleiter zum Anfangston berechnet.

1. F (eine Quarte von C entfernt) = 4/3
2. G (eine Quinte von C entfernt) = 3/2

3. D (eine Quinte von G entfernt, aber eine Oktave hoher) = G - % . % = Z

—p.3_ %2 . p_.3.1_ 8. p 3_ 243
4. A=D 2_16’E_A22_64’H_E 2 128
Noten C D E F G A H C
Frequenzverhaltnis 1f 2f 2 2 3 27 ¢ 234 2f
8 64 3 2 16 128
9/8 9/8 9/8 9/8 98 >~ “

256/243 ™~ Halbtonschritte—  256/243

% https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Klaviatur_(Tasten).svg (22.12.2019)
* Librero 2019 — Die Mathematik der Musik, S. 20
% https://www.mu-sig.de/Theorie/Quintenzirkel/quintenzirkel.htm (23.12.2019)
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5.3 Peter und der Wolf oder: Pythagoras und die Wolfsquinte

Die Wolfsquinte beschreibt ein bekanntes temperiertes Problem, welches sich aus der
pythagoreischen Stimmung ergibt. Pythagoras arbeitete bei seiner Stimmung mit nur einem
Intervall, indem er Quinten Ubereinanderschichtete. Theoretisch missten wir durch das
Ubereinanderschichten von zwolf reinen Quinten (12 mal 7 Halbtone) auf den gleichen Ton
kommen, wie wenn man sieben Oktaven nach oben geht (7 mal 12 Halbtdne). Tatsachlich ist
dieser Ton (his) jedoch um 23,46 Cent (ca. ein Achtelton) hoher als die entsprechende Oktave
des Grundtons (c). Diese Ungenauigkeit wird als pythagoreisches Komma bezeichnet. Weil
Tasteninstrumente jedoch keine extra Taste fiir den Ton ,his* besitzen, wird die letzte der
zwoOIf Quinten um den Wert des pythagoreischen Kommas vermindert. Diese Quinte klingt
ziemlich schrag, wodurch sie auch ihren Namen erhielt (,,Die Quinte heult wie ein Wolf!“%).

5.4 Weitere Stimmungssysteme
5.4.1 Neue Stimmungen, neue Probleme

Im Laufe der (Musik-)geschichte gab es verschiedene Versuche, Probleme wie die
Wolfsquinte zu l6sen und mit neuen Stimmungssystemen die Reinheit bestimmter Intervalle
zu erhohen, jedoch traten immer wieder Disharmonien auf. Eine Stimmung, die in allen
Tonarten zugleich rein ist, gibt es nicht. Es missen immer Kompromisse eingegangen
werden. Im Folgenden stellt die Verfasserin einige Stimmungssysteme kurz vor.

5.4.2 Die reine Stimmung und ein weiteres Komma

Bei der reinen Stimmung wurden neben den Oktaven und den Quinten auch die groRen
Terzen rein gestimmt. Da sich jedoch die rein gestimmten Intervalle gegenseitig ausschlieRen,
gibt es auch hier einige Probleme. Drei aufeinandergestapelte grolle Terzen ergeben

3
beispielsweise keine reine Oktave, da G) ~ 1,953 anstatt 2. Geht man zuné&chst vier reine

Quinten hoch und dann wieder zwei Oktaven zuriick, erhalt man eine UbergroRe Terz mit dem
Frequenzverhéltnis 81:64, welche als Ditonus bezeichnet wird. Sie unterscheidet sich um

21,5 Cent von der pythagoreischen Terz und verhdlt sich zu dieser Wie%/z = % Dieser
Abstand wird als syntonisches Komma bezeichnet.

5.4.3 Mitteltdnige und wohltemperierte Stimmungen vierteln Kommas

Mitteltdbnige Stimmungen, die in der Renaissance und im Barock vorrangig fir
Tasteninstrumente gebrauchlich waren?’ sowie die wohltemperierte Stimmung unterscheiden
sich zur pythagoreischen und zur reinen Stimmung darin, dass die Quinten etwas ,kleiner*
also unrein temperiert werden mit dem Ziel, das syntonische bzw. pythagoreische Komma
auszugleichen. Bei den mitteltonigen Stimmungen werden vier Quinten um % des
syntonischen Kommas verengt, weshalb die mitteltonige Quinte anstelle von 3:2 einen Wert

von ;/ * % ~ 1,495 hat. Die tbrigen Quinten sind rein. Ahnlich verhalt es sich mit der

wohltemperierten Stimmung, bei der vier Quinten um % des pythagoreischen Kommas

41531441

~ 1,4949 aufweisen.
524288

. . . " . 3
verkleinert werden und ein Teilungsverhaltnis von 5/

% http://www.uni-protokolle.de/Lexikon/Wolfsquinte.html (26.12.2019)
2T https://de.wikipedia.org/wiki/Mittelt%C3%B6nige_Stimmung (26.12.2019)
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5.5 Gleichstufige Stimmung — Die L6sung aller Probleme?

Die heute am weitesten verbreitete Stimmung ist die gleichstufige Stimmung, eine Variante
der wohltemperierten Stimmung. Bei dieser Stimmung werden nicht nur vier Quinten
vermindert, sondern samtliche zwolf Quinten um jeweils ein Zwolftel des pythagoreischen

Kommas verengt. Daftr wird die Oktave in zwdlf gleiche Teile von je 100 Cent geteilt (12\[%),

wodurch die uneingeschrankte Verwendung aller Tonarten des Quintenzirkels moéglich wird.
Jedoch sind auch dadurch noch nicht alle Probleme geldst. Die grofRe Terz hat gegeniiber der
reinen Terz einen etwas grofieren Teilungswert von = 1,26 anstelle von 1,25 (5:4), was jedoch
im heutigen Musikgebrauch meist vernachléssigt wird.

Mit diesem Python-Programm?® ist es mdglich, sich eine Kadenz in vier verschiedenen
Stimmungen anzuhoren, um die verschiedenen Stimmungen auch praktisch zu unterscheiden:

5 Dies 1st eine temporidre Skriptdatel.

& from scipy.io import wavfile

13 Loport nupy as np Festlegung der Parameter Frequenz,
18 1mport mat A

1 T Ecier e e / Amplitude und Dauer

:IE'F generate_tone(frequency, amplitude, duration):
generstes s tone; parameters:frequency, amplitude and duration
sarp'l.era‘te = 44186

B |t et ettt 1t et
o Lo o b

tine%rld = np. 'Llnspz[lfe[ Bi dura‘t].g? ]"?arp'l.erate nue=duratlon®sanplerate}

wavetorn = np.zeros([sizeltinegrid), 2 % F -
21 orm des Sinustones
22 for k in range(sizelharmonics weight!):]
23 wavefnrn? ,Bl+=amplitude*harmonics_weight [k]*np.sin((k+l)*2*nath. pi*frequency™tinegrid)

waveforal:, 11+=amplitude®harnonics_weight [k 1%np. sin( (k+11*Z*nath. pr*frequency®™tisegrid}
return waveform

2 e T ix1200.0 Formel fiir die Umwandlung des
Frequenzverhaltnisses in Cent

:IE'F generate_melodie [ melodiel:

generates & melodie; parameters:melodie=np.array

basefrequency=138. 813

baseduration=1

wavefors=np. zeros( (8,21} D -
for k Zn ran ::|=[51.ze[ne'LDd1.E?'-"-"-H': . . Form der Melodle
48 frequency=basefrequency™2. 8** (melodie[k][1]+(tone_cent[nelodie[k1[811/ 1288 8} )
41 anplitude=melodielk] [3
£ durstior=baseduraticn*melodie[k][Z]

waveforn=np . append (waveforn, generate_tonel frequency, amplitude, duration)| axis=0)
return waveforn

:IE'F generate_guartett(guartett):
return . Z5*(generate melodielquartett[8] l+generate melodielquartett(1]l+generate_melodie(quartett[2])+generate melodie(quartett[21)

51 harmonics, _elementary=np.array([1]} . " . .
52 harsonics_mix=np.array((2,1,2,1,2,1,2,11} Stimmungen: Frequenzen der Téne in Cent (C-Dur Tonleiter)
E: tDnEleiChEtufig:{ : B, c-":-180, 'c+ 1100, 'd’ 1200, 'd-" 100, 'd+ 1300, e -155 = ZEIEI e+ 580, 560, f-':480, f+ 600, /
= ‘788, g- -G08, g+ (BB, & 960, a- :BBB, =+ :1068, h :1168, "h- :1868, he 1206}
5 tone_kirmberger={'c c-':-188, '+ :5B.235, 'd':153.157, 'd-':1BB, ‘d+' 1254, 135 e’ :3BE.314, 'e- o300, e+’ 458845, ' 458 845, - 488, T+ :558.224,
:_. g 555 578, 'o- ' :6BB, o+ E-E'E' a' (BED. "3-5 a- E-E'E' a+' 1808, "h' :1688.268, 'h-" 11680, 'h+' 11280}
2 tone_rein={'c -186, :111.7,'d’ :193.157, 'd- " : 188, 'd+' ;294 135 ‘e’ :3BE.3 Ce-":3B0 e+ :458.0 ' :458 045, - 480, f+ :550.224,
&3 g 555 5"B o- SEE o+ EE'E' a' BED. "3-5 a- EE'E' a+ ._E'E'E' h':18EE. 3 h- ._E'E'E he' - 1206
tnnEJ:-y'thzf -188, :111.7, 'd’ :ratio_to_cent(3./8.), 'd-':188, d+ 1254 135, "= :ratio_to_cent(BL./64.), "e-":308, =+ :438.9, f :ratio_1 1:n cem:[-l 3.0, -
T+ 555 22-1 ] ra'tm 1:n cent(3./2. T, 'o-':60B, g+ F.-EIEI a ran:m o centl27 715 b, Ta- TR, Ca ._EIEIEI h ran:m To_t cent(243 /128 ¥, k=" 1808, "hs ‘1260}
quarte'rt simple_kadenz=[[['c',2,1,1],1¢c’,2,1,11,['h",1,1,10,['c",2,1,110, [1"g"|,1,1,1] ["a el 1,11, 0'g",1,1,11,['g",1,1,11]
e L1 0F 1110 d 110, e 1,100, [ c i, r¢,8,1,1, 0, ,_,_1 ['c L1in

12 harmn:l.cs_we:l.gh‘t = harmonics_mix

B + dumsiilen der Sti <« | Auswahl der gewinschten Stimmung
T - (tone_gleichstufig/kirnberger/rein/pyth)

:' waveforn=generate_guartett(quartett_simple kadenz)

73 filename="Stimmunge:

BE wavfile. wrrte[f:l.lenane sarplera‘te waveforn) } }
<———| Name der fertigen Datei

% Entstehung siehe Anmerkungen
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6 Obertdne

6.1 Das Geheimnis des Klanges

Wieso klingt der gleiche Ton bei einer Klarinette ganz anders als bei einem Horn?

Die Antworten auf diese Fragen liegen in der Obertonreihe:

Erzeugt ein Musiker mit seinem Instrument einen Ton, indem er beispielsweise eine Luftséule
zum Vibrieren bringt (Blasinstrumente) oder mit einem Bogen Uber die Seite streicht,
schwingt dieser nicht nur mit seiner Grundfrequenz, sondern gleichzeitig mit mehreren
weiteren Frequenzen, die Vielfache der Grundfrequenz darstellen.?® Diese zusétzlichen
Schwingungen tberlagern die Grundschwingung und werden als Oberténe bezeichnet. Sie
beeinflussen die Klangfarbe eines Instrumentes, wobei jedes Instrument ein
,,charakteristisches Schwingungsbild“30 seiner Grund- und Oberschwingungen aufweist. Die
folgenden drei Grafiken®! zeigen die Schwingungsbilder einer Stimmgabel, eines Horns und
einer Klarinette. Die Stimmgabel schwingt nur in ihrer Grundfrequenz (a: 440 Hz). Beim
Horn treten neben dem Grundton noch vier Oberténe mit der zwei bis finffachen
Grundfrequenz auf. Der zweite Oberton ist am starksten (groRte Amplitude). Bei der
Klarinette sind es sogar sechs Oberschwingungen mit zwei- bis siebenfacher Grundfrequenz.

Homn Klarinette

| | e

Abb. 9: Uberlagerung von Oberschwingungen

6.2 Fourier — Analyse

Um die Frequenzen aller vorhandenen Obertone zu bestimmen, kann das Tonsignal in eine
Summe von Sinusschwingungen zerlegt werden. Diese sogenannte Fourier-Analyse stammt
von dem franzosischen Mathematiker und Physiker Joseph Fourier (1768 — 1830). Mithilfe
von Sonic Visualiser fuhrt die Verfasserin die Fourier — Analyse eines mit dem Klavier
erzeugten ,.D* durch. Die untere Grafik zeigt das Ergebnis: Im Bild ist die Starke des
Auftretens der einzelnen Teiltone an der Intensitat der Farben zu erkennen. Weiterhin sind die
Tdne mit der groliten Amplitude violett bis rot dargestellt. Die Frequenz des Grundtons ,,D*
(= groRte Amplitude) liegt bei etwa 293 Hz (=fp). Dariiber sind sieben nach oben zunehmend

schwacher werdende Obertone, die &=

obersten sind kaum noch wahrnehmbar. il

Die ersten drei Obertdne weisen s )
Frequenzen von ca. 440 Hz (1,5 mal f;), B3
586 Hz (2 mal fp) und 733 Hz (2,5 mal m=u

fo) auf. Dieses Muster ist charakteristisch

fur Téne eines Klaviers. i

2 https://www. ds.mpg.de/116968/07 (01.01.2020) Abb. 10: Fourier - Analyse Sonic Visualiser (Klavier)

% https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/physik-abitur/artikel/schall-und-musik (01.01.2020)
* https://www.leifiphysik.de/akustik/akustische-wellen/versuche/fourier-analyse-und-synthese (01.01.2020)
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7 Fazit: Wo steckt die Mathematik in der Musik?

,»Musik ist die versteckte arithmetische Tdtigkeit der Seele,
die sich nicht dessen bewusst ist, dass sie rechnet. “32,

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)

Zusammenfassend l&sst sich festhalten, dass eine Vielzahl von Zusammenhéngen zwischen
den scheinbar so unterschiedlichen Wissenschaften Mathematik und Musik besteht. An
einigen Stellen wie beispielsweise bei den verschiedenen Notenwerten, die auf einfacher
Bruchrechnung beruhen, sind diese ganz offensichtlich. An anderen Stellen werden sie kaum
vermutet. Wer hétte zum Beispiel gedacht, dass der Klang verschiedener Instrumente mit der
Uberlagerung verschiedener Sinusschwingungen zusammenhangt? Ahnlich tiberraschend ist
die Tatsache, dass mithilfe der Einfachheit derer Zahlenverh&ltnisse bestimmt werden kann,
welche Intervalle fur uns Menschen angenehm klingen. Diese, auf den ersten Blick nicht
deutlichen, mathematischen Zusammenhange in der Musik beschreibt der ehemalige deutsche
Universalgelehrte Gottfried Wilhelm Leibniz im obenstehenden Zitat sehr treffend.

In dieser Arbeit hat die Verfasserin versucht, einen moglichst vielféaltigen Einblick in die
Verbindung von Mathematik und Musik zu geben, wobei sie natirlich trotzdem nicht alle
Bereiche ansprechen konnte (Tongeschlechter, Geometrie in der Komposition,
Zwolftontechnik...). Zum Schluss werden die wesentlichen Erkenntnisse nochmal in
Thesenform zusammengefasst:

1. Taktarten und Notenwerte als Grundelemente bauen auf einfacher Bruchrechnung auf.

2. Auch in der Musik gibt es Parameter. Die Auswirkungen der Veranderung von
Lautstarke und Tonhohe auf einen Ton sind in dessen Sinuskurve gut erkennbar.

3. Die Frequenz desselben Tones wachst mit zunehmender Oktave exponentiell.

4. Jedes Intervall wird durch das Verhaltnis zweier Langen eindeutig bestimmt. Je
einfacher dieses Langenverhéltnis ist beziehungsweise je weniger Zeit die den
einzelnen Tonen zugehorigen Sinuskurven bendtigen, um auf der Xx-Achse
aufeinanderzutreffen, umso konsonanter ist der Zweiklang.

5. Es gab schon viele Versuche, Frequenzen so auf die Tone einer Oktave zu verteilen,
dass moglichst viele Intervalle rein klingen. Eine ,,perfekte® Stimmung gibt es nicht.

6. Fur die Klangunterschiede verschiedener Instrumente sind Obertone verantwortlich.
Mithilfe der Fourier-Analyse kann ein Ton in einzelne Schwingungen zerlegt werden.

Bruchrechnung, Parameter, Sinuskurven, Formen von Wachstum, L&ngenverhaltnisse oder
Stochastik (Mozarts Wiirfelspiel) — all diese mathematischen Elemente lassen sich auch in der
Musik wiederfinden.

Wenngleich Mathematik in den unterschiedlichsten Formen in der Musik vorkommt, kann sie
diese jedoch trotzdem nicht vollstdndig erkléren. Sie stellt lediglich eine Art Werkzeug dar,
um Musik zu erschaffen oder zu analysieren. Weshalb ein Musikstiick Menschen gltcklich
machen, zum Weinen bringen oder auch auf die Nerven gehen kann, erklart keine
mathematische Formel. Ein bisschen Magie steckt wohl doch in der Musik — zumindest wenn
man nach Marylin Manson geht (siehe Zitat Vorwort).

%2 https://beruhmte-zitate.de/zitate/130151-gottfried-wilhelm-leibniz-musik-ist-die-versteckte-arithmetische-
tatigkeit-d/ (05.01.2020)
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Anhang

Anmerkungen

zu 5.4: Das ,,Stimmungenprogramm® ist wahrend meines Schilerpraktikums im Mai 2019 an
der TU Dresden (Fakultat Mathematik) bei Herr Prof. Dr. Neukamm entstanden und wurde
wéhrend der Arbeit an meiner Komplexen Leistung verandert. Wir haben die Version Python
3.7 und Spyder 3 als Python-IDE (Oberflache zum Programmieren) genutzt. Zum Offnen des
Programmes empfiehlt sich daher ebenfalls die in Python integrierte Entwicklungsumgebung
Spyder. Um mehrere Dateien abzuspeichern, muss der Dateiname (,,Stimmungen) geéndert
werden.
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https://www.mu-sig.de/Theorie/Quintenzirkel/quintenzirkel.nhtm [23.12.2019, 14:26 Uhr]
Uberlagerung von Oberschwingungen: https://www.leifiphysik.de/akustik/akustische-
wellen/versuche/fourier-analyse-und-synthese [01.01.2020, 22:11]
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