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Abstract

Die nachfolgende Arbeit beschaftigt sich mit dem fir die Mathematik sehr zentralen Thema
der mathematischen Beweise. Dabei werden die grundlegenden Begriffe erldutert und ihre
Bedeutung fur die Mathematik herausgearbeitet. Des Weiteren sind die durch die logische
Struktur definierten Beweismethoden beschrieben. Der Fokus liegt aber auf der Geschichte
des Beweisens in der Mathematik. Es handelt sich hauptsachlich um eine reine Literaturarbeit,
welche durch die Methoden der Recherche, des Exzerpts und der Zusammenfassung entstan-
den ist, jedoch wird sie durch Beweisflihrungen untermauert. Wichtige Erkenntnisse und Er-
gebnisse sind dabei zum einen die Bedeutung fiir die Mathematik, sowohl als Alleinstellungs-
merkmal in Bezug auf andere Naturwissenschaften, als auch fir die Wissenschaft an sich, auf-
grund des auf Beweisen basierenden Aufbaus. Zum anderen gibt es einige sehr zentrale Be-
weise in der Geschichte der Mathematik, welche entweder durch ihre lange Dauer bis zum
Beweis oder ihre neuartige Methode des Beweisens herausstechen. Die Zukunft ist ungewiss,
jedoch ist es aufgrund der geforderten Kreativitdat unwahrscheinlich, dass mathematische Be-
weise kinftig von Formen kunstlicher Intelligenz durchgefiihrt werden, allerdings stehen die

Weichen schon in Richtung computerunterstiitzte Beweise.
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1. Einleitung

Beweise spielen eine zentrale Rolle in der Mathematik. Zum einen stellen sie ein wichtiges
Alleinstellungsmerkmal der Mathematik in Bezug auf andere Naturwissenschaften dar und
zum anderen sind sie die stabile Basis dieser Wissenschaft an sich. Wahrend andere Naturwis-
senschaften auf vorldufige Thesen setzen, welche die Wirklichkeit zum gegenwartigen Zeit-
punkt bestmdoglich beschreiben und jederzeit widerlegt werden kénnen, gelten in der Mathe-

matik nur bewiesene Aussagen als ,Wahrheit” — das dann jedoch fir immer.

Dieses nicht anzweifelbare Fundament der Mathematik fasziniert mich, seit mir die mathema-
tischen Beweise in der Oberstufe begegnet sind. Eine grundsatzlich simple schrittweise Argu-
mentation, welche eine solche Bedeutung fiir die Mathematik hat, begeisterte mich so sehr,
dass ich beschloss, ihr meine VWA zu widmen, um mehr tber diesen zentralen Teil dieser Na-
turwissenschaft herauszufinden. Dabei interessierte mich besonders die Geschichte der Be-
weise und der Beweismethoden und wie sie sich im historischen Verlauf entwickelt haben, da
sich vor allem die Moglichkeiten und Methoden der Beweisfiihrung im Laufe der Zeit gravie-
rend verandert haben. Zuerst wollte ich verstehen, was ein ,, Beweis” grundsatzlich ist, wie er
aufgebaut ist und was dazu gehort. Des Weiteren beleuchtete ich anschliefend die Bedeutung
der Beweise sowohl in der Mathematik als auch im Vergleich zu anderen Naturwissenschaf-
ten. Daraufhin stellte sich die Frage nach verschiedenen Beweismethoden, genauer gesagt
ihrem Prinzip. Der Fokus der Arbeit liegt jedoch auf der Geschichte der Beweise und den damit
verbundenen Meilensteinen — von Pythagoras liber Fermat bis hin zum ,Vier-Farben-Theo-

"

rem-.

Aufgrund des Themas bot sich mir fast nur die Moglichkeit einer beinahe reinen Literaturar-
beit, jedoch entschied ich mich neben Recherchen, Exzerpten und Zusammenfassungen die

Arbeit durch Beweisflihrungen aufzulockern und zu untermauern.

Die Arbeit gliedert sich in die vier Bereiche meiner Forschungsfragen. Dabei stehen grundle-
gendes Wissen zu den mathematischen Beweisen bzw. die Begriffsklarungen zum besseren
Verstandnis am Anfang. Die Unterkapitel sind dabei in der Reihenfolge angeordnet, in der sie
im Beweis bendtigt werden. Darauf folgt das Kapitel zur Erlduterung der Bedeutung des ma-
thematischen Beweisens, unterteilt in die Bedeutung als Alleinstellungsmerkmal und die Stel-
lung in der Mathematik an sich. Darauf folgen die Prinzipien der Beweismethoden, welche

durch ihre logische Struktur beschrieben werden und abschlieRend werden die Meilensteine
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in der Geschichte der Beweise chronologisch von Pythagoras bis hin zur Zukunft zusammen-

gefasst.

Nun aber zur eigentlichen Arbeit ,Beweise und Beweismethoden — ihre Bedeutung und Ent-
wicklung in der Geschichte der Mathematik”, an deren Anfang ich ein die Bedeutung der Be-
weise in der Mathematik demonstrierendes Zitat stellen mochte, welches in Bezug auf Wiles’

Beweis von , Fermats letztem Satz” steht:

Wiles sieht, dafs er die Mathematik um eines ihrer gréfSten Rétsel berauben mufSte, um

ihr einen ihrer gréfsten Beweise zu geben.?

Angemerkt werden muss, dass zur besseren Verstandlichkeit die Variablen in der gesamten

Arbeit vereinheitlicht wurden.

1 Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Rétsels. Miinchen,
20. Aufl., 2018, S. 314.



2. Begriffsklarungen und Grundlegendes zu mathematischen Beweisen

2.1. Der mathematische Beweisbegriff

Ein mathematischer Beweis dient zur Bestatigung der mathematischen Wahrheit einer Ver-
mutung, einer unbewiesenen Aussage.? Es handelt sich um eine Argumentationskette von Axi-
omen, also Aussagen, welche als richtig definiert wurden, zu einer Aussage, die es zu beweisen
gilt.3 Bei den einzelnen Schritten gelten dabei die Regeln der mathematischen Logik. Das Be-
weisprinzip und die damit verbundenen Schlisse sind ausschlieBlich aufgrund der ,mathema-
tischen Implikation” moglich, da eine Aussage, welche aus einer wahren Aussage hergeleitet
wird, zwingend auch wahr ist, solange die mathematischen Regeln eingehalten werden.* Wird
nun von Axiomen auf eine Aussage geschlossen und die Axiome sind wahr, so ist diese — der
Mathematik nach — , bewiesen” und darf als Satz bzw. Theorem betrachtet werden.> Fasst
man alle Lehrsatze eines speziellen Gebietes zusammen, so spricht man weiters von einer
Theorie.® Solange ein Beweis allerdings nicht gelungen ist, muss die Aussage als Vermutung
deklariert werden. In der Geschichte wurde dies oft nicht befolgt. So wurde beispielsweise
von , Fermats letztem Satz” gesprochen, wobei dieser eigentlich zu dieser Zeit noch nicht be-

wiesen war und damit ,,Fermats letzte Vermutung” genannt werden hatte missen.’

2.2. Aufbau eines mathematischen Beweises

Der Aufbau mathematischer Beweise ist meist sehr dhnlich, er ist jedoch nicht ganz eindeutig
definiert. Von schlichten Beweisfiihrungen ausschlieBlich in der Sprache der Mathematik bis
hin zu ausformulierten und kommentierten Beweisen findet man in der Mathematik beinahe
alles. Trotz der grofRen Bandbreite gleichen sie sich allerdings trotzdem alle in einigen charak-
teristischen Punkten. Dabei beginnt man immer mit der Formulierung der Vermutung, also

des spateren Satzes, der bewiesen werden soll. Darauf folgt eine Klarung aller im Beweis

2Vgl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Konigreich, 1997, S. 17.

3vgl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Koénigreich, 1997, S. 21. und vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fir Studienanfanger. Formeln — Aufga-
ben — Losungen. Wiesbaden, 2. Aufl., 2011, S. 61.

4Vgl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Koénigreich, 1997, S. 10.

5Vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 41.

6 vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfinger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 76.

7Vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Réatsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92



verwendeter Namen und Bezeichnungen. Diese missen eindeutig vor dem Beweis geklart
werden, damit die Argumentationskette nachvollziehbar bleibt. Dann folgt optional die An-
fihrung der verwendeten Axiome, von denen aus dann durch mathematische Schliisse je auf
eine neue, aus den Axiomen hergeleitete Aussage geschlossen wird. Dafir konnen auch kor-
rekte, umgangssprachliche Satze verwendet werden. Je nach Leserschaft besteht auch die
Moglichkeit die Schliisse, also Beweisschritte, zu kommentieren und kurz zu erklaren, was in
jenem Schritt gemacht bzw. angewendet wurde. Oft wird die Beweisflihrung mit einer Floskel
wie g.e.d. (,quod erat demonstrandum®, also lateinisch fir ,,..., was zu beweisen war“) oder

einem Zeichen wie einem Viereck (,M“) bzw. einem Doppelstrich (,,//“) beendet.?

Bei der mathematischen Beweisflihrung passieren allerdings auch haufig Fehler. Die folgen-
den Fehlerquellen sollten daher beachtet werden. Zum einen diirfen keine Beispiele als Argu-
mente herangezogen werden, da mathematische Beweise immer fiir den allgemeinen Fall gel-
ten missen. Zum anderen muss zur bestmoglichen Nachvollziehbarkeit darauf geachtet wer-
den, dass man keine gleichen Symbole fiir unterschiedliche Dinge verwendet. Des Weiteren
miissen Begriffe, wie bereits erwdahnt, immer deutlich definiert werden, da unprazise oder
widersprichlich definierte Begriffe eine Barriere darstellen konnen. Zudem sollten die Schritte
nachvollziehbar, das heil3t ein roter Faden erkennbar sein, und keine Gedankenspriinge be-
stehen.’ In der Praxis wird dies allerdings oft nicht eingehalten. Am wichtigsten ist allerdings
die Basis des Beweises, weshalb nur bewiesene Behauptungen oder anerkannte Axiome als
Axiome herangezogen werden dirfen, ansonsten ware die Basis wackelig, was weitreichende

Folgen haben kénnte.*°

Was bewiesen wird und auf welche Weise dies geschieht, hdangt auch in der Mathematik von
Geschmackern und ,Trends” in dieser Naturwissenschaft ab. Wenngleich es auf den ersten
Blick so scheint, als ginge es in dieser Wissenschaft nur um ,richtig” oder ,falsch”, entspricht
diese Annahme keinesfalls der Realitdt. Vielmehr gibt es sehr wohl Raum fiir ,guten” und

»schlechten” Geschmack und es lassen sich sogar Modeerscheinungen erkennen.!!

8 Vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfinger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 62.

9Vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfinger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 62.

10ygl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92.

1 vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 64-65.
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2.3. Die Vermutung

Eine Vermutung bildet immer den Ausgangspunkt eines Beweises und kann als eine nicht be-
wiesene Aussage deklariert werden. Sie gilt es durch einen Beweis herzuleiten, sodass sie da-
nach in der Mathematik als Satz bzw. Theorem bezeichnet und verwendet werden darf. Ver-
mutungen diirfen in mathematischen Beweisen allerdings nicht als Axiome herangezogen
werden, ansonsten wiirde es sich bei dem vermeintlichen ,Satz”“ bzw. , Theorem” ebenfalls
nur um eine Vermutung handeln, welche trotz Beweises falsch sein kdnnte, da die Basis wa-

ckelig, also nicht bewiesen, wire.'?

2.4. Die Aussage

In der Mathematik versteht man unter einer Aussage eine sprachliche Formulierung, welcher
ein Wahrheitswert zugeordnet werden kann. Der Wahrheitswert kann dabei zwei verschie-
dene Zustinde annehmen: Zum einen ,wahr” und zum anderen ,falsch”. Unbedeutend ist
dabei, ob der Satz in Wortern ausformuliert ist oder ob es sich um eine mathematische Formel
handelt. Aussagen sind zentral fiir die mathematischen Beweise, doch dariiber hinaus ist die
Beschaftigung mit ihnen auch ein wichtiger Bestandteil der mathematischen Logik.'® Durch
logische Operatoren kdonnen einfache Aussagen zu komplexeren zusammengesetzt werden.
Die Ublichsten sind dabei ,,und“, ,,oder” und ,nicht“. In mathematischen Beweisen finden sich
zumeist Aussagen der Form ,,wenn A, dann B“, wobei sowohl A, als auch B eben solche ver-

knupften Aussagen sein kénnen.

2.5. Mathematische Logik — Logische Operatoren
Die mathematische Logik beschéaftigt sich mit Aussagen.'® Damit fest verbunden sind die die-
sen zugeordneten Wahrheitswerte und die Verbindung durch logische Operatoren von einfa-

chen Aussagen zu komplexeren, welche in mathematischen Beweisen oft als Vermutungen

12ygl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92.

13 vgl. Fritzsche, Klaus: Tutorium Mathematik fir Einsteiger. Heidelberg, 2016, S. 18. und vgl. Hoffmann, Manf-
red/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gartner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik, Chemie. Miinchen,
2004, S. 17.

14 ygl. Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Den-
ken und Beweisen. Eine Einflihrung. Wiesbaden, 2006, S. 111. und vgl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Ma-
thematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes Kénigreich, 1997, S. 5. und vgl. Hoffmann,
Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gartner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik, Chemie. Miin-
chen, 2004, S. 17.

15 vgl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gértner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik,
Chemie. Miinchen, 2004, S. 7.
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dienen.'® Nachfolgend werden die hiufigsten dieser logischen Operatoren angefiihrt und kurz

beschrieben.

2.5.1. Die Konjunktion

Die Konjunktion bezeichnet die Verkniipfung zweier Aussagen durch ,und”. Dargestellt wird
dies durch das mathematische Zeichen ,,A“. Im Falle einer Verknlipfung der Aussagen A und
B wiirde dies bedeuten, dass sowohl A als auch B wahr sein miissen, damit ,A A B“ insgesamt
wahr ware. Also inkludiert die Konjunktion die Werte, welche sowohl in 4 als auch in B ent-

halten waren.” Demnach sieht die Wahrheitswertetabelle fir die Konjunktion folgenderma-

Ben aus:
A B AANB
W W W
W F F
F W F
F F F

Tabelle 1: Wahrheitswertetabelle der Konjunktion (Verf.)
2.5.2. Die Disjunktion
Bei der Disjunktion werden Aussagen durch ,,oder” miteinander verknipft. Dies wird durch
das Zeichen ,v“ dargestellt und impliziert, dass entweder die eine oder die andere oder beide
Aussagen ,wahr” sein miissen, damit die Verknlpfung insgesamt ,,wahr” ist. Hier ist es also,
im Gegensatz zur Konjunktion, nicht zwingend notwendig, dass beide Aussagen , wahr“ sind,
sondern lediglich mindestens eine der beiden.*® Somit sind alle Werte der beiden Mengen

inkludiert. Daraus resultiert, dass die Wahrheitswertetabelle wie folgt aussieht:

16 y/gl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Konigreich, 1997, S. 5. und vgl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gartner, Harald: GroRes
Handbuch. Mathe, Physik, Chemie. Miinchen, 2004, S. 17.

17 vgl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gértner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik,
Chemie. Minchen, 2004, S. 18.

18 vgl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gértner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik,
Chemie. Minchen, 2004, S. 18-19.
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A B AVB
w w w
w F w
F w w
F F F

Tabelle 2: Wahrheitswertetabelle der Disjunktion (Verf.)

2.5.3. Die Implikation

Besonders wichtig fiir das Beweisen ist die Implikation, die daher auch in einem eigenen Kapi-
tel behandelt wird (siehe Kapitel 2.7 Die Implikation). Eine Implikation beschreibt eine Ver-
knipfung zweier Aussagen durch ,dann”. Die Aussagenverknilipfung hat somit die Form
,Wenn A4, dann B“ bzw. mathematisch ,,A — B“. Hier ist die Wahrheitswertetabelle nicht
mehr so trivial, wie bei der Konjunktion und der Disjunktion, denn nun ist zu bedenken, dass
aus einer falschen Annahme auch eine falsche Aussage als ,wahr” hergeleitet werden kann.*®

So folgt daraus die nachfolgende Wahrheitswertetabelle.

A B A-B
w w w
w F F
F w w
F F w

Tabelle 3: Wahrheitswertetabelle der Implikation (Verf.)
2.5.4. Die Negation
Die Negation einer Aussage A ist = A und bedeutet, dass sich der Wahrheitswert der Aussage
umkehrt. Dadurch ist = A einer ,wahren” Aussage A ,falsch” und umgekehrt — B von einer

Jfalschen” Aussage B ,,wahr“.?°

19 vgl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gértner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik,
Chemie. Minchen, 2004, S. 19.
20ygl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gértner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik,
Chemie. Miinchen, 2004, S. 17.
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W F
F w
Tabelle 4: Wahrheitswertetabelle der Negation (Verf.)

2.6. Axiome
Axiome spielen eine wichtige Rolle in puncto mathematische Beweise. Sie bilden das Funda-
ment jedes Beweises und der Mathematik im Generellen. Aus diesem Grund bezeichnet sie
Martin Hairer, osterreichischer Mathematiker und Fields-Medaillen-Trager, in einem Inter-
view auch als ,Granit“.?! Unter Axiomen versteht man in der Mathematik Grundannahmen,
mathematische Tatsachen, deren Wahrheit von Mathematikerlnnen festgelegt wurde und
selbst ohne Beweis nicht angezweifelt wird.?? In Beweisen bilden sie die Basis und stehen stets
an deren Anfang. Durch das mathematische Umformen dieser Axiome und das Anwenden von
bereits bewiesenen Sitzen wird dann die Vermutung hergeleitet und dadurch bewiesen.?3 Die
Wichtigkeit von Axiomen wird darin deutlich, dass Satze bzw. Theoreme immer nur so wahr
sind, wie die am Anfang stehenden Axiome, auf die sich ihr Beweis stitzt. Axiome sind die
Grundannahmen der Mathematik. Auf ihnen basieren samtliche Beweise und somit auch be-
wiesenen Aussagen.?* Als Ausgangspunkte fiir Beweise sind Vermutungen daher ungeeignet,
da ansonsten die Wahrheit des daraus resultierenden ,Satzes” bzw. , Theorems” nicht ge-

wihrleistet werden kdnnte bzw. stark relativiert werden misste.2®

2.7. Die Implikation
Die Implikation ist ein Begriff der mathematischen Logik und bezeichnet ein Prinzip, welches
das Grundprinzip eines Beweises ermoglicht. Grundsatzlich besagt die Implikation in der Ma-

thematik, dass eine aus einer als richtig bekannten Aussage mathematisch hergeleitete

21 vgl. Czepel, Robert: ,,Die Mathematik baut mit Granit”. In: science.orf.at, 8.6.2018. Online verfiigbar tiber:
https://science.orf.at/stories/2917543/ (letzter Zugriff am 10.2.2019). und vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurma-
thematik flr Studienanfanger. Formeln — Aufgaben — Losungen. Wiesbaden, 2. Aufl., 2011, S. 60.

22y/gl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 61.

2 Vgl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Konigreich, 1997, S. 17. und vgl. Ebbinghaus, Heinz-Dieter/Flum, Jérg/Thomas, Wolfgang: Einfiihrung in die ma-
thematische Logik. Deutschland, 6. Aufl., 2018, S. 6.

24ygl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfanger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 60-61. und vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg,
2012, S. 41.

25 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92.
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Aussage ebenfalls richtig ist.?® Es kann mit einer Verknuipfung zweier Aussagen A und B durch
,dann“ verglichen werden.?” Dabei gibt es ganz bestimmte Konstellationen, bei denen eine
Aussage ,wahr” bzw. ,falsch”ist. Diese sind in einer Wahrheitswertetabelle fiir die Implikation
ersichtlich (siehe Kapitel 2.5.3. Die Implikation).?® In der Mathematik wird meist das Symbol
»=" verwendet, in der mathematischen Logik hingegen findet man ,—“ als Zeichen fir die
Implikation.?® Ein Beweis besteht, wie bereits erwihnt, aus Schlussfolgerungen von der wah-
ren Aussage A zur Aussage B. Durch die Implikation sind diese Schllisse von einer zur anderen
Aussage und schlussendlich von A zu B nun zu rechtfertigen, weshalb ohne Probleme schritt-
weise von Axiomen auf eine Vermutung umgeformt werden kann, mit dem Ergebnis, dass die

Vermutung ebenfalls als richtig gewertet werden darf.3°

2.8. Der Satz bzw. das Theorem

Bei einem ,Satz” bzw. ,, Theorem” handelt es sich um das Endprodukt eines gegliickten ma-
thematischen Beweises.3! Vor und wihrend des Beweises wird der formulierte Satz bzw. die
mathematische Formel ,Vermutung” genannt, egal wie vielversprechend sie auch aussehen
mag oder wie viele Beispiele sie stiitzen.3? Erst sobald der Beweis gegliickt ist, die , Vermu-
tung” also unter der Voraussetzung der Wahrheit des gewahlten Axiomensystems sicher rich-
tig ist, darf sie als ,Satz“ bzw. , Theorem*“ bezeichnet werden.3? In der Mathematik haben nur
Satze bzw. Theoreme die Berechtigung zur Anwendung, da Vermutungen immer potenziell
,falsch” sind.?* Ein beriihmtes Beispiel einer fehlerhaften Verwendung dieser beiden Begriffe

bzw. nicht erfolgten Differenzierung zwischen diesen ist , Fermats letzter Satz“, welcher 350

26 y/gl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Koénigreich, 1997, S. 10.

27 Vgl. Hoffmann, Manfred/Gascha, Heinz/Schaschke, Horst/Gartner, Harald: GroRes Handbuch. Mathe, Physik,
Chemie. Miinchen, 2004, S. 19.

28 Vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 47.

29 Vgl. Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathematical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes
Konigreich, 1997, S. 10.

30 vgl. Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Den-
ken und Beweisen. Eine Einflihrung. Wiesbaden, 2006, S. 111. und Eccles, Peter J.: An Introduction to Mathe-
matical Reasoning. Numbers, sets and functions. Vereinigtes Kdnigreich, 1997, S. 10.

31 vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 41.

32 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92. und vgl. Grieser, Daniel: Mathematisches Problemlésen und Beweisen. Eine Entde-
ckungsreise in die Mathematik. Wiesbaden, 2013, S. 144.

33 vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 41.

34 vgl. Grieser, Daniel: Mathematisches Problemlésen und Beweisen. Eine Entdeckungsreise in die Mathematik.
Wiesbaden, 2013, S. 144.
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Jahre lang falschlich als ,Satz” bezeichnet wurde. Vor dem Auffinden des Beweises handelte

es sich strenggenommen namlich um , Fermats letzte Vermutung”.3>

2.9. Proposition, Lemma und Korollar

In mathematischen Werken werden Satze, also ,gegliickt bewiesene Vermutungen”, oft je
nach Gewicht bzw. Funktion in Untergruppen unterteilt. Die drei bekanntesten sind dabei die
Proposition, das Lemma und das Korollar. Die Proposition bezeichnet dabei eine bezliglich des
Kontextes relativ leicht beweisbare Aussage. Satze, welche ausschlieRlich innerhalb anderer
Beweise von Bedeutung sind, also allein wenig Gewicht fiir die Mathematik haben, werden
oft als Lemmata deklariert. Das Lemma wird daher auch oft als Hilfssatz bezeichnet. Des Wei-
teren gibt es das Korollar bzw. den Folgesatz, welche einen Satz beschreiben, der aus einem
anderen Beweis entweder direkt hervorgeht oder daraus ohne groRen Mehraufwand herge-

leitet werden kann.3®

2.10. Die Definition

In der Mathematik versteht man unter einer Definition eine eindeutige und prazise Beschrei-
bung, welche einen Begriff oder ein Konzept fassbar macht und keinen Raum fir Interpreta-
tion oder Auslegung lasst. Mit diesen definierten Begriffen kann dann in der Mathematik auf

exakte Weise gearbeitet werden.?’

2.11. Die Theorie

Eine mathematische Theorie lasst sich am einfachsten durch die Gesamtheit aller gewonnener
Lehrsatze in einem speziellen Gebiet beschreiben.3® Sie baut auf eine minimale Anzahl an je-
weils eigenen Axiomen, um die Basis so stabil wie mdglich zu gestalten und gewinnt daraus

neue Erkenntnisse, also mathematische Sitze bzw. Theoreme.3°

35 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92.

36 vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 41.

37 Vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 61. und vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reiseflihrer. Heidelberg,
2012, S. 66.

38 vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 76.

39 vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 61.
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2.12. ,.Das mathematische Haus"”

Vergleicht man die mathematische Theorie nun mit einem Haus, so lassen sich die Axiome als
Ziegelsteine der Basis bzw. das Axiomensystem als Fundament des Hauses darstellen. Darauf
werden weitere Ziegelsteine, die mathematischen Satze bzw. Theoreme, gemauert. Der ver-
bindende Mortel ist vergleichbar mit den mathematischen Beweisen. Der/Die Maurerln wére
in diesem Fall also der/die Mathematikerln, der/die aus dem Axiomensystem-Fundament
durch das Beweisen von Satzen ein Haus, also eine mathematische Theorie, baut. Hier ist nun
gut ersichtlich, weshalb sich die Mathematik um eine stabile Basis, also ein ,,wahres“ Axiomen-

system, bemiiht.*°

Abbildung 1: Skizze zum mathematischen Gebdude

3. Bedeutung der Beweise fiir die Mathematik

Mathematische Beweise sind in zweierlei Hinsicht fir die Mathematik von groRer Bedeutung.
Zum einen machen sie den fundamentalen Unterschied zwischen ihr und den anderen Natur-
wissenschaften aus und zum anderen teilen sie sich selbst in einen wissenschaftlichen und in

einen kulturtechnischen Bereich. *!

40 vgl. Abbildung 1: Skizze zum mathematischen Gebiude. URL: https://commons.wikime-
dia.org/wiki/File:Skizze_zum_mathematischen_Gebaude.svg (letzter Zugriff am 3.1.2020).
41 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 47. und vgl. Reisefiihrer S. 40
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3.1. Beweise als Alleinstellungsmerkmal der Mathematik

Zwischen der Mathematik und den anderen Naturwissenschaften lasst sich ein fundamentaler
Unterschied im Umgang mit der Anerkennung von ,,Wahrheiten“ ausmachen. Wahrend in an-
deren Naturwissenschaften auf experimentelle Ergebnisse gesetzt und versucht wird, das Be-
obachtete zu diesem Zeitpunkt mit einer Hypothese bestmdglich zu beschreiben und gute
Vorhersagen zu treffen, bis eine bessere, iberarbeitete oder vollig neu gedachte Theorie auf-
taucht, wird in der Mathematik die Logik herangezogen.*? Es wird mittels einer schrittweisen
Beweisflihrung nach den Regeln der Mathematik, welche von einigen Grundannahmen auf
das gewlinschte Ergebnis schlie8t und keine Zweifel zuldsst, die Wahrheit der Behauptung un-
widerlegbar bewiesen.*® Im Gegensatz zu den anderen naturwissenschaftlichen Disziplinen
haben diese Wahrheiten kein Ablaufdatum, sie stitzen sich nicht auf Erfahrungen, Lehrmei-
nungen, Beobachtungen, ungenaue Experimente oder den derzeitigen Wissensstand und sind
daher mehr als nur hochwahrscheinliche Annahmen — sie sind, einmal bewiesen, unverhan-

delbare Wahrheiten und fur immer wahr.**

Zum besseren Verstdandnis ein Vergleich: Die anderen Naturwissenschaften bedienen sich der
sogenannte ,empirischen Induktion, bei welcher sie auf Basis einiger Beobachtungen auf Ge-
setzmaligkeiten schliefen — beispielsweise von der Beobachtung, dass die Sonne 100 Tage
hintereinander im Osten aufgeht, darauf, dass sie wohl immer dort aufgehen wird. Wiirde
man diese Methode auf die Mathematik Gbertragen, so wiirde man Vermutungen nur fir ei-
nige Falle Uberprifen, beispielsweise fir die ersten 150, und auf die Richtigkeit vertrauen,

anstatt eine allgemeine Uberpriifung — ohne Ausnahmen — vorzunehmen.*

42 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 45 und S. 92.

43 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 44.

4 Vgl. Holz, Albert Violant i: Das Ratsel von Pierre de Fermat. Auf der Suche nach dem Beweis von Fermats letz-
tem Satz. Niederlande, 2016, S. 130. und vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfanger. For-
meln — Aufgaben — Lésungen. Wiesbaden, 2. Aufl., 2011, S. 58. und vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die
abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miinchen, 20. Aufl., 2018, S. 47 und S. 45.

45 vgl. Courant, Richard/Robbins, Herbert: Was ist Mathematik? Heidelberg, 2010, S. 8.
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Auch das Problem des ,,unvollstandigen Schachbretts“4® bietet die Mdglichkeit, die beiden un-
terschiedlichen Herangehensweisen zu verdeutlichen. Ausgangspunkt ist ein Schachbrett, bei

welchem zwei diagonal liegende Eckfelder fehlen (siehe Abbildung 2). Daraus ergibt sich ein

Schachbrett mit 62 Quadraten. Die Frage ist nun, ob man dieses Brett
mit 31 Dominosteinen vollstandig auslegen kann. Der Ansatz der an-
deren Naturwissenschaften wére es, dies einfach auszuprobieren, ei-
nige Male zu scheitern und zu vermuten, dass es wahrscheinlich
nicht moglich ist, solange solange dies nicht widerlegt wird. Die Ma-
thematik hingegen Uberlegt, dass das verbleibende Brett aus 32

schwarzen und 30 weilRen Feldern besteht. Jeder Dominostein be-

0 Abbildung 2: Das ,,unvollstdn-

deckt je zwei verschiedenfarbige Felder. Daraus folgert man, dass 3 :
dige Schachbrett"

Dominosteine also 30 schwarze und 30 weiRRe Felder bedecken. Da
nun nur noch zwei schwarze Felder verbleiben und die Pramisse besteht, dass jeder Stein zwei
verschiedenfarbige Felder bedeckt, ist es sicher nicht moglich, das unvollstandige Schachbrett

vollstandig zu bedecken.?’

Martin Hairer machte diesen Unterschied zwischen der Mathematik und den anderen Natur-
wissenschaften — hier insbesondere im Hinblick auf die Physik —in einem Interview sehr deut-
lich. Auf die Frage, warum er von der Physik zur Mathematik gewechselt sei, antwortete er

wie folgt:

[...] In der Mathematik konnte ich fiihlen, dass ein Beweis fiir alle Ewigkeit gilt. Wenn
etwas wahr ist, dann bleibt es wahr. In der Physik waren die Argumente immer wacke-
liger. Ich dachte mir: Wenn ich als Forscher eine Theorie aufbaue, kommt vielleicht in
flinf Jahren ein anderer und zerstért die Theorie komplett. In der Mathematik kann man

nichts zerstéren, da baut man mit Granit.*®

46 Weitere Informationen befinden sich im Anhang!

47 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 47.

48 Czepel, Robert: ,Die Mathematik baut mit Granit“. In: science.orf.at, 8.6.2018. Online verfiigbar tiber:
https://science.orf.at/stories/2917543/ (letzter Zugriff am 10.2.2019).
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Eben diese ewige Giiltigkeit und unverhandelbare Wahrheit macht den fundamentalen Unter-
schied aus. So starb Pythagoras beispielsweise in der Gewissheit, dass sein Satz, der 500 v.

Chr. zutraf, bis in alle Ewigkeit wahr bleiben wiirde.*

3.2. Die Bedeutung des Beweisens in der Mathematik
Ein bewiesenes mathematisches Ergebnis bringt eine tiefere Wahrheit zum Ausdruck
als jede andere wahre Aussage, denn es handelt sich um ein Resultat einer Schritt fiir

Schritt logischen Argumentation.*°

In der Mathematik als Wissenschaft spielen Beweise die zentrale Rolle. Ohne die strenge ma-
thematische Beweisfiihrung ware eine Gewissheit der Richtigkeit eines Satzes undenkbar. Da
die Mathematik fir sich beansprucht, eine exakte Wissenschaft zu sein, bedient sie sich der
,axiomatischen Methode”. Das bedeutet es gibt immer ein Axiomensystem von welchem aus
man durch logische Schlilisse zu einer neuen Aussage gelangt, bis man die zu beweisende Aus-
sage erhalt.>! Experimente reichen deshalb nicht aus, da in einem endlichen Leben keine un-
endlichen Aussagen (berpriift werden kénnen.>? So wird ohne einen Beweis — und mag die
Vermutung noch so richtig scheinen oder mit etlichen Bespielen belegt worden sein — keine
Vermutung zu einem Satz bzw. Theorem. Dies hat auch seinen Grund, denn wahrend beim
»Problem des unvollstandigen Schachbretts” die Vermutung mit der bewiesenen Aussage
Ubereinstimmt, gibt es auch Vermutungen, welche auf den ersten Blick und die ersten Versu-
che vielversprechend aussehen, wenn man fiir die Variablen groRere Zahlen einsetzt, aber
beispielsweise nicht mehr wahr sind. Ein berihmtes Beispiel dafiir sind die ,Fermat-Zahlen”.
Pierre de Fermat stellte 1637 die Vermutung auf, dass alle E,, fir die F,, = 2@ 4 1 gilt,
immer Primzahlen sind. Er ,liberprifte” diese Vermutung anhand der Beispiele F, - F,. Da es
sich bei diesen Zahlen tatsachlich um Primzahlen handelte, vermutete er, dies sei ein Gesetz.

Erst 100 Jahre spater widerlegte Euler diese Vermutung, da er berechnete, dass

4 Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ritsels. Miinchen,
20. Aufl., 2018, S. 47.

%0 Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ritsels. Miinchen,
20. Aufl., 2018, S. 49.

51 vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 76.

52 vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 59-60. und Holz, Albert Violant i: Das R&tsel von Pierre de Fermat. Auf der Suche nach
dem Beweis von Fermats letztem Satz. Niederlande, 2016, S. 130.
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Fs — 4 294 967 297 — keine Primzahl, sondern durch 641 teilbar ist.>® Daher setzt die Mathe-
matik als Wissenschaft auf das Beweisprinzip, um Aussagen als unverhandelbaren Wahrheiten

deklarieren zu konnen.

Wire diese Vermutung wahrend dieser 100 Jahre als Axiom verwendet worden, so hatte die
Wahrheit aller daraus resultierenden Satze angezweifelt werden miissen. Genau aus diesem
Grund kennt die Mathematik die Axiome und Beweisfiihrung betreffend sehr klare Regeln.
Fehler in der logischen Argumentation hatten weitreichende und verheerende Folgen, welche
ganze Bereiche der Mathematik zum Einstiirzen bringen kénnten.>* In Beweisen dirfen, auf-
grund des streng axiomatischen Aufbaus der Mathematik, daher nur Axiome oder daraus her-
geleitete Aussagen verwendet werden. So wird die ,,wackelige” Basis moglichst gering gehal-
ten, da, wenn diese wenigen Axiome richtig sind, alle daraus resultierenden Aussagen eben-
falls sicher richtig sind.>> Dabei ist allerdings anzumerken, dass Mathematikerinnen nichts als
absolute Wahrheit anerkennen, sondern jeden Satz durch die Voraussetzung, dass das ange-
wendete Axiomensystem richtig ist, relativieren.”® Die Wahrheit der gewihlten Axiome ist al-
lerdings nicht zuletzt auch deshalb wichtig, da durch falsche Annahmen in einer langen Argu-
mentationskette eine gewiinschte Aussage herauskommen kann, welche aber aufgrund der
falschen Annahme eigentlich falsch ist. Ein Beispiel dafiir ist der Beweis, dass der Papst die-
selbe Person wie ein Inuit, also ein Inuit, ist und zwar nur durch die falsche Annahme 2=1. Eine
Menge mit maximal zwei Elementen — Papst und Inuit — wird gebildet und durch die Annahme

hat die Menge nur ein Element, was bedeutet, dass der Papst ein Inuit sein musste.>’

4. Beweismethoden (Prinzip)
Die Beweismethoden werden grundsatzlich in zwei Gruppen unterteilt. Zum einen gibt es die
durch die Zielsetzung beschreibbaren Methoden, wofir der konstruktive Beweis oder der Exis-

tenzbeweis Beispiele wadren, und zum anderen gibt es die durch ihre logische Struktur

53 vgl. Grieser, Daniel: Mathematisches Problemlésen und Beweisen. Eine Entdeckungsreise in die Mathematik.
Wiesbaden, 2013, S. 144.

54 Vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 92.

55 Vgl. Grieser, Daniel: Mathematisches Problemlésen und Beweisen. Eine Entdeckungsreise in die Mathematik.
Wiesbaden, 2013, S. 146.

56 Vgl. Hofmann, Gerald: Ingenieurmathematik fiir Studienanfianger. Formeln — Aufgaben — Lésungen. Wiesba-
den, 2. Aufl., 2011, S. 61. und vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reiseflihrer. Heidelberg,
2012, S. 41.

57 Vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 48.
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beschreibbaren Beweismethoden, beispielsweise den Widerspruchsbeweis oder den Indukti-
onsbeweis. In den folgenden Unterkapiteln werden einige Beispiele der zweiten Gruppe ge-
zeigt. Zudem gilt es zu erwdhnen, dass es zumeist mehre Methoden gibt, einen Beweis fiir ein
und dieselbe Aussage zu flihren. Die Methode ist dariber hinaus nicht aus der Aussage er-

kenntlich und selbst wenn, ist die Beweisidee trotzdem nicht inkludiert.>®

4.1. Der direkte Beweis

Der direkte Beweis wird auch Implikationsbeweis genannt. Dies geht auf das Prinzip der Be-
weistechnik zurtick, welches auf der Implikation beruht und daher fiir Aussagen der Form
»,Wenn A dann B“, mathematisch ,,A = B", geeignet ist. Dabei wird der ,,Wenn-Teil“, also die

III

Behauptung, als wahre Voraussetzung genommen, um den ,,Dann-Teil” zu beweisen.>® Ausge-
hend von dieser Voraussetzung zeigt man die Wahrheit der Implikation ,,A = B“ und daraus
folgt, dass auch die Aussage B wahr sein muss.?® Der direkte Beweis ist leicht verstandlich aus
einzelnen Zwischenschritten (einfachen Implikationen) aufgebaut, an deren Anfang entweder
ein Axiom oder ein bereits friiher bewiesener Satz, eine gesetzte Voraussetzung, eine Defini-
tion oder eine Kombination solcher Aussagen steht.®! Die angesprochenen Zwischenschritte
machen den Beweis nachvollziehbar und ermdéglichen von A auf A; usw. bis hin zu B, anstatt
von A direkt auf B schlieRen zu miissen.5? Die Struktur des Beweises sieht daher meist statt

»A = B" eher so aus: ,A = A; = A, = ... & B“. Jedoch kann sie auch noch komplizierter

gestaltet sein und Verzweigungen enthalten.%3

Im folgenden Beispiel wird die direkte Beweisfiihrung angewendet.

Lemma [...]. Wenn a durch 6 teilbar ist, dann ist a auch durch 3 teilbar.

Beweis. Wenn a durch 6 teilbar ist, dann gibt es eine ganze Zahl k, so dass

a =6 kgilt.Da6 = 2 * 3,folgta = (2 * 3) * k. Durch Umformung erhilt

58 vgl. Hilgert, Ingrid/Hilgert, Joachim: Mathematik — ein Reisefiihrer. Heidelberg, 2012, S. 40.

9 Ohlbach, Hans Jirgen/Eisinger, Norbert: Design Patterns fiir mathematische Beweise. Ein Leitfaden insbeson-
dere fur Informatiker. Deutschland, 2017, S. 28.

%0 Fritzsche, Klaus: Mathematik fiir Einsteiger. Vor- und Briickenkurs zum Studienbeginn. Heidelberg, 5. Aufl.,
2015, S. 28.

61 vgl. Grieser, Daniel: Mathematisches Probleml&sen und Beweisen. Eine Entdeckungsreise in die Mathematik.
Wiesbaden, 2013, S. 145. und vgl. Fritzsche, Klaus: Tutorium Mathematik fir Einsteiger. Heidelberg, 2016, S.
19.

62 vgl. Grieser, Daniel: Mathematisches Problemlésen und Beweisen. Eine Entdeckungsreise in die Mathematik.
Wiesbaden, 2013, S. 145.

83 Fritzsche, Klaus: Tutorium Mathematik fiir Einsteiger. Heidelberg, 2016, S. 19.
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mana = 3 * (2 * k). Weil 2 x k eine ganze Zahl ist, folgt schlieRlich, dass a durch

3 teilbar ist. m 64

Erklarung der Vorgehensweisen zu den einzelnen Implikationsschritten A; bis As:

A: a ist durch 6 teilbar.

Aq: a = 6 x kfiireine ganze Zahl k. (Def. der Teilbarkeit durch 6)
A, a = (2 = 3) * kflireineganzeZahlk. (6 = 2 * 3)

As: a = (3 % 2)* kflureineganze Zahl k.  (Kommutativitdt von *)
A,: a = 3 % (2 = k) fureine ganze Zahl k.  (Assoziativitat von *)
As: a = 3 * k'flr eine ganze Zahl k. (Ersetzungvon 2 * k durch k)
B: a ist durch 3 teilbar. (Def. der Teilbarkeit durch 3)%°

4.2. Derindirekte Beweis

4.2.1. Beweis durch Widerspruch (reductio ad absurdum)

Diese Beweismethode, bei welcher der Beweis in der Herleitung eines logischen Widerspruchs
besteht, wurde von Euklid in seinen Biichern , Elemente” als ,,reductio ad absurdum® dekla-
riert.°® Anders als beim direkten Beweis wird hier kein Objekt , konstruiert”, sondern anhand
eines hergeleiteten Widerspruchs gezeigt, dass es widersprichlich ware, wenn es nicht exis-
tieren wiirde.®” Das Prinzip der Beweismethode basiert auf der logischen Schlussfolgerung:
Wenn die Behauptung B richtig ist, so folgt sie logisch aus der Voraussetzung A, ansonsten
folgt daraus, dass das Gegenteil der Behauptung (—B) richtig ist. Dasselbe gilt (ibrigens auch
umgekehrt.®® Zu Beginn der Beweisfiihrung trifft man die Annahme, dass unter den vorliegen-
den Voraussetzungen die Behauptung falsch sei und fligt die Negation der Behauptung B, also

=B, als zusatzliche Voraussetzung hinzu.®® Dann wird durch direkte Schlussfolgerung ein

64 Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken
und Beweisen. Eine Einfiihrung. Wiesbaden, 2006, S. 113.

85 Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken
und Beweisen. Eine Einfihrung. Wiesbaden, 2006, S. 113.

66 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Rétsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 71.

57 Vgl. Courant, Richard/Robbins, Herbert: Was ist Mathematik? Heidelberg, 2010, S. 69.

58 Vgl. Ohlbach, Hans Jiirgen/Eisinger, Norbert: Design Patterns fiir mathematische Beweise. Ein Leitfaden ins-
besondere fiir Informatiker. Deutschland, 2017, S. 48.

9 vgl. Ohlbach, Hans Jiirgen/Eisinger, Norbert: Design Patterns fiir mathematische Beweise. Ein Leitfaden ins-
besondere fiir Informatiker. Deutschland, 2017, S. 48. und vgl. Fritzsche, Klaus: Mathematik fir Einsteiger. Vor-
und Briickenkurs zum Studienbeginn. Heidelberg, 5. Aufl., 2015, S. 28. und Meinel, Christoph/Mundhenk, Mar-
tin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken und Beweisen. Eine Einfiihrung. Wies-
baden, 2006, S. 115.
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Widerspruch hergeleitet, also eine Aussage C, welche offensichtlich falsch ist. Da die zu

Grunde liegende Implikation ,A A (=B) = C*“ aber wahr ist, muss ,A A (=B)“ auch falsch

sein. Bei A handelt es sich allerdings um eine Voraussetzung, weshalb A als wahr angenommen

wird. Daraus folgt, dass =B falsch sein muss und aufgrund der logischen Schlussfolgerung zu

Beginn folgt, dass B, also die eigentliche Behauptung, wahr sein muss.”®

Ein Beispiel zur Demonstration des Prinzips des Beweises durch Widerspruch:

Lemma [...]. Wenn a und b gerade sind, dann ist auch a * b gerade.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchs-Beweis. Sei also angenommen, dass a und b
gerade sind, und dass a * b ungerade ist. Da b gerade ist, kann b geschrieben wer-
denalsb = 2 * k fir eine gerade Zahl k. Deshalb gilta * b = 2 * (a * k).

Da a * k eine ganze Zahl ist, muss a * b gerade sein. Damit haben wir einen Wider-

spruch zur Annahme hergeleitet. m’1

Erklarung der Vorgehensweisen zu den einzelnen Implikationsschritten A, bis A;:

Az.'

A A =B:aund b sind gerade, und a * b ist ungerade.

Aq:

aist gerade,und b = 2 * k fir eine ganze Zahl k, und a * b ist
ungerade. (Definition einer geraden Zahl)
aistgerade,unda * b = a * (2 = k) fur eine ganze Zahl k, und
a * b ist ungerade. (Multiplikation von a und b)
aistgerade,unda * b = (a * 2) * k fur eine ganze Zahl k, und
a * b ist ungerade. (Assoziativitat von *)
aistgerade,unda * b = (2 * a) * k fur eine ganze Zahl k, und
a * b ist ungerade. (Kommutativitat von )
aistgerade,unda * b = 2 x (a = k)fir eine ganze Zahl k, und
a * bist ungerade. (Assoziativitat von *)
aist gerade,unda * b = 2 * k‘flreine ganze Zahl k', unda * b

ist ungerade. (Ersetzung von a * k durch k)

70 vgl. Fritzsche, Klaus: Tutorium Mathematik fiir Einsteiger. Heidelberg, 2016, S. 20.
7 Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken
und Beweisen. Eine Einfiihrung. Wiesbaden, 2006, S. 115.
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Ay a ist gerade, und a * b ist gerade, und a * b ist ungerade.

(Definition einer geraden Zahl)”?

4.2.2. Beweis durch Kontraposition

Der Name dieser Beweismethode riihrt von der zu ,,A = B*“ logisch dquivalenten Implikation
,—1B = =4, welche als Kontraposition der ersteren bezeichnet wird.”> Das Prinzip basiert
damit auf dem Kontrapositionsgesetz ,(A = B) & (=B = -4)“.”* Anwendbar ist der
Beweis durch Kontraposition, sobald es sich bei der Behauptung um eine Implikation handelt.
Von dieser wird im ersten Schritt die Kontraposition gebildet, das heilt, es werden die Nega-
tionen der beiden Implikationsseiten gebildet und getauscht.”” Dies ist der Ausgangspunkt fir

die Hypothese, dass ,,nicht B“ gilt.

Ein Beispiel fiir die Anwendung dieser Beweismethode:

Lemma [...]. Wenn a? eine ungerade Zahl ist, dann ist auch a ungerade.

Beweis. Wir flihren einen Beweis durch Kontraposition. Sei also angenommen, dass a
gerade ist. Dann ista = 2 * k fir eine ganze Zahl k. Deshalb ist a? = 2 * (k * a).
Weil k * a eine ganze Zahl ist, folgt schlieBlich a? = 2 * k* fiir eine ganze Zahl k‘. Also

ist a gerade. m’6

Erklarung der Vorgehensweisen zu den einzelnen Implikationsschritten A, bis A;:

—-B: aist gerade.
Aq: a = 2 * kfireine ganze Zahl k. (Definition einer geraden Zahl)
A, axa= (2 * k)=* afureine ganze Zahl k. (Multiplikation mit a)

As: a? = 2 = (k= a)fireine ganze Zahl k.  (Assoziatividt von x)

72 Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken
und Beweisen. Eine Einfiihrung. Wiesbaden, 2006, S. 115.
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Ay a? = 2 x k'fur eine ganze Zahl k‘. (Ersetzung von a * k durch k)

—A:  a?ist gerade. (Definition einer geraden Zahl)”’

4.3. Die vollstandige Induktion

Die Beweismethode der vollstandigen Induktion ist fast ausschlieflich fiir Aussagen der Form
»fur alle n aus den natirlichen Zahlen gilt“ geeignet. Daflir wird in der Mathematik der Aus-
druck ,vn € N:p(n)“ verwendet.”® Peanos Erkenntnis des axiomatischen Aufbaus der na-
turlichen Zahlen bildet dabei die Basis des Prinzips. Sie besagt, dass jede natiirliche Zahl erhal-
ten werden kann, wenn man beginnend mit 0 immer 1 addiert. Die Beweismethode arbeitet
hierbei mit einer Induktionsbasis (p(0)) und einem Induktionsschritt, in welchem bewiesen
wird, dass aus p(a) immer p(a + 1) folgt. Durch das gleichzeitige Gelten der Induktionsbasis
und des Induktionsschrittes wird auf die Wahrheit der Aussage geschlossen.”® Der Aufbau ei-
nes Beweises durch vollstdndige Induktion fiir eine Aussage p(n) ist in der Regel immer gleich.
Im ersten Schritt wird die Induktionsbasis, auch Induktionsanfang genannt, also p(0), bewie-
sen. Darauf folgt der Beweis des Induktionsschrittes, welcher sich aus Induktionsvorausset-
zung und Induktionsschluss zusammensetzt. Man nimmt dazu die Induktionsvoraussetzung,
also die Hypothese p(a), als wahr an, um p(a + 1) zu beweisen, wobei a eine beliebig ge-
wahlte natirliche Zahl sei. Man folgert daraus dann den Induktionsschluss p(a + 1) und durch
die gleichzeitige Richtigkeit von Induktionsbasis und Induktionsschritt folgt dann die Wahrheit

der Aussage.®°

Angemerkt werden muss aber, dass dieses Prinzip nicht nur fiir natiirliche Zahlen gilt, sondern
auch fur alle anderen induktiven Zahlenfolgen, wie zum Beispiel fiir alle ungeraden Zahlen,

solange eine Induktionsbasis und ein Induktionsschritt definiert werden.®!

77 Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken
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Ein Beispiel fiir eine Beweisflihrung durch vollstandige Induktion:

[...] Die Folge der so genannten harmonischen Zahlen hq, h,, h, ... ist definiert durch
h, = 1+§+§+ +%

fir jedes k € N*

Satz [...]. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: hyn > 1 + %

Beweis. Wir fihren den Beweis mittels vollstandiger Induktion tber n.

Induktionsbasis: Firn = 0gilth,e=1> 1+ g.
Induktionsvoraussetzung: Es gilt hpa > 1+ % fur ein beliebig gewdhltes a € N.

Induktionsschluss: Unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt

h T+i+ . +— PN S
at1 = - ey
2 2 22 2341 2a+1
1 1
= hoa + + ...+
\.E./ 2a+1 2a+1

—_—
2 (1 + %) * 2a1+1 Tt 231+1
= (1 + %) +2% % 2a1+1
SRS B
_ 14+ (a+1)

2

82 Meinel, Christoph/Mundhenk, Martin: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathematisches Denken
und Beweisen. Eine Einfiihrung. Wiesbaden, 2006, S. 134-135.
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5. Entwicklungen und Meilensteine in der Geschichte der Beweise®?

5.1. Der Weg zum mathematischen Beweisen

Die Urspriinge mathematischer Beweisfiihrungen reichen bis ins 18. Jahrhundert vor Christus,
also in die Zeit der Babylonier, zuriick.®* Wenngleich diese zwar noch keine streng axiomati-
sche Mathematik verfolgten, sind doch Tafeln mit ersten simplen Beweisflihrungen Uberlie-
fert. Die Beweisidee als solche, welche wir heute kennen, finden wir allerdings erst im antiken
Griechenland. Wie bzw. warum es zu dieser Idee kam, ist nicht tiberliefert. Genauso wenig ist
die Entwicklung des formalen Aufbaus bekannt, jedoch verwenden viele Vertreter des antiken
Griechenlands Beweisfiihrungen oder beziehen sich zumindest darauf.®> 600 vor Christus fiihrt
Thales beispielsweise einen mathematischen Beweis, jedoch war die Idee zu dieser Zeit noch

lange nicht ausgereift.8¢

5.2. Pythagoras — Die Beweisidee wird revolutioniert®’

Pythagoras’ Beweis war nicht der erste und, aus heutiger Sicht, auch nicht einer der an-
spruchsvollsten und doch war das Aufsehen, welches er erregte, riesig. Der antike Mathema-
tiker bewies auf eine Art und Weise, welche jeder mit h6heren schulmathematischen Kennt-
nissen nachvollziehen und verstehen kann, dass der ,,Satz von Pythagoras” fiir jedes rechtwin-
kelige Dreieck im gesamten Universum gilt. Im Gegensatz zu Thales’ einfachen geometrischen
Beweisen brachte Pythagoras mit seiner Schritt-flir-Schritt logischen Argumentation jedoch
eine tiefere Wahrheit zum Ausdruck. Er revolutionierte die Idee der Beweisflihrung, sodass ab
diesem Zeitpunkt viel komplexere Aussagen bewiesen werden konnten. Die Begeisterung der
Mitmenschen lasst sich nicht zuletzt daran festmachen, dass als Dank fiir diesen gelungenen
Beweis den Gottern hundert Ochsen geopfert wurden. Zudem machte Pythagoras durch die-
sen Beweis die Mathematik greifbar und verband so das Logische der Mathematik mit dem

Anschaulichen der anderen Naturwissenschaften. Dadurch wurde die stabile Basis fiir die mit

8 Weitere Informationen befinden sich im Anhang!

84 vgl. Krantz, Steven G.: The Proof is in the Pudding. The Changing Nature of Mathematical Proof. New York,
2011, S. 21.

85 Vgl. Krantz, Steven G.: The Proof is in the Pudding. A Look at the Changing Nature of Mathematical Proof.
2007. Online verfiigbar tber: https://archive.org/details/TheProoflsinThePudding_201810/mode/2up (letzter
Zugriff am 4.2.2020), S. ix-x.

86 Vgl. Krantz, Steven G.: The Proof is in the Pudding. The Changing Nature of Mathematical Proof. New York,
2011, S. 21. und Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Rat-
sels. Mlinchen, 20. Aufl., 2018, S. 49.
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Fehlern verbundenen Messungen der Naturwissenschaften geschaffen.®® Dieses Greifbare,
welches durch diesen Beweis geschaffen wurde und eine mogliche Erkldarung, weshalb der Be-
weis solch einen hohen Stellenwert in der Gesellschaft erlangt hat, liefert John Horgan in einer
Ausgabe der ,Scientific American” in seinem Artikel ,The death of proof”, welchen er 1993

veroffentlichte:8?

The relation they found between the sides of a right triangle held true not for some-
times or most of the time but always — regardless of whether the triangle was a piece

of silk or a plot of land or marks on papyrus.*°

5.3. Ein neues Beweisprinzip entsteht — Die vollstindige Induktion

In Euklids Buch , The Elements” tauchte um 285 vor Christus erstmals ein Beweis mit einem
vollig neu gedachten Beweisprinzip auf. Spater sollte das Prinzip unter dem Namen ,vollstdn-
dige Induktion” bekannt werden, jedoch vergingen bis dahin noch einige Jahrhunderte.®! Das
Prinzip geriet in Vergessenheit, bis zirka 1654 Pierre de Fermat und Blaise Pascal die Methode
wieder aufgreifen. Blaise Pascal wendet das Prinzip aus Euklids ,The Elements” in seiner
,Traité du triangle arithméthique” (,,Abhandlung Gber das Dreieck der Binomialkoeffizien-
ten”), welche er 1654 veroffentlichte, an und beweist damit sein ,,Pascal’sches Dreieck”. Er ist
es auch, der kurz darauf dieses Prinzip im von ihm verfassten kleinen Satz, der ,Consequence
12“%?, erklart, sie als Beweismethode definiert, ihr allerdings immer noch keinen Namen gibt.%3
Mit dem Beginn des 18. Jahrhunderts erlebt das namenlose Prinzip einen Aufschwung und

wird immer populdrer.®* 1838 erwihnt dann auch der Logiker Augustus de Morgan in seinem

88 vgl. Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miin-
chen, 20. Aufl., 2018, S. 49-50.

89 vgl. Krantz, Steven G.: The Proof is in the Pudding. The Changing Nature of Mathematical Proof. New York,
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2012, Vol. 114 (1), S. 23-45. Online verfugbar tber: https://link.springer.com/article/10.1365/s13291-011-
0032-9 (letzter Zugriff am 2.8.2019), hier S. 29 und S. 36. und vgl. Krantz, Steven G.: The Proof is in the Pudding.
The Changing Nature of Mathematical Proof. New York, 2011, S. 21.
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93 Vgl. Felgner, Ulrich: Das Induktions-Prinzip. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
2012, Vol. 114 (1), S. 23-45. Online verfugbar tber: https://link.springer.com/article/10.1365/s13291-011-
0032-9 (letzter Zugriff am 2.8.2019), hier S.34-35.

9 Vgl. Felgner, Ulrich: Das Induktions-Prinzip. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
2012, Vol. 114 (1), S. 23-45. Online verfugbar tber: https://link.springer.com/article/10.1365/s13291-011-
0032-9 (letzter Zugriff am 2.8.2019), hier S. 36.
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Artikel ,,Induction” in der ,,Penny Cyclopaedia“ die Beweismethode. Nun begannen erste Na-
mensvorschldge, wie beispielsweise ,,Ahnenmethode” aufgrund des Prinzips mit ,n“ und ,,n +
1“. Die meisten Ideen lieferte dabei der deutsche Mathematiker Abraham Gotthelf Kastner,
weshalb die Methode von einigen Zeitgenossen auch als , Kastner‘sche Beweismethode” be-
zeichnet wurde. So nannten das Prinzip auch, unter anderen, Carl Gustav Jakob Jacobi in sei-
nem Essay und Constantin Franz in ,,Philosophie der Mathematik“?®.% Erst Ende des 18. Jahr-
hunderts erhielt die Beweismethode ihren heutigen Namen — ,vollstandige Induktion”. Na-
mensgebend war dabei Jakob Friedrich Fries. Der Name war allerdings nicht neu erfunden, er
wurde erstmals von Christian Wolff, bereits einige Zeit friiher, verwendet, jedoch bezeichnete
dieser ein Prinzip damit, welches uns heute als die ,,summative Induktion®, also die unendliche

Induktion bekannt ist.?’

5.4. Was lange wahrt wird endlich gut — Der Beweis zu ,,Fermats letzter Satz“

Der Beweis des ,letzten Satzes von Fermat” 1993 war das Ende der Geschichte eines 300 Jahre
lang ungeldsten mathematischen Problems, dessen Ursprung im antiken Griechenland liegt
und Uber Jahrhunderte die besten Mathematikerlnnen der Welt beschiftigte.?® Das Problem
basiert auf Pythagoras‘ Satz, also der Formel ,,a® + b? = ¢?“ und der Frage, ob es rechtwin-
kelige Dreiecke gibt, bei denen alle drei Seiten ganzzahlige Langen besitzen.®® Im 17. Jahrhun-
dert begann Pierre de Fermat, ein zwischen 1601 und 1607 in Stidfrankreich geborener Jurist
und Hobby-Mathematiker, sich fur diesen antiken ,,Satz des Pythagoras” zu interessieren und
entwickelte daraus den bekannten ,letzten Satz von Fermat“.1% Er probierte in der simplen

Formel Pythagoras‘ hohere Exponenten aus und stellte schnell die Vermutung auf, dass

% Weitere Informationen befinden sich im Anhang!
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WELT, 22.06.2013. Online verflgbar tUber: https://www.welt.de/wissenschaft/article117345604/Vor-20-Jah-
ren-wurde-Fermats-Grosser-Satz-bewiesen.html (letzter Zugriff am 6.1.2020).
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WELT, 22.06.2013. Online verflgbar tUber: https://www.welt.de/wissenschaft/article117345604/Vor-20-Jah-
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ganzzahlige Tripel, wie es sie in Pythagoras’ Satz gibt, fir Exponenten héher als 2 nicht exis-
tieren.'% Er war nicht der Erste, der sich mit den pythagordischen Zahlentripeln auseinander-
setzte. 250 nach Christus hatte Diophant von Alexandria eine Methode entwickelt, welche es
ermoglicht, theoretisch alle diese Tripel zu berechnen, jedoch sind das natiirlich unendlich
viele, weshalb es praktisch nicht méglich ist.19? Der Siidfranzose Pierre de Fermat kritzelte
seine Vermutung: ,x™ + y™ = z" hat keine ganzzahligen Losungen fur n groRer als 2“ 1640
als Notiz an den Rand einer Buchseite und vermerkte darunter: ,,Ich habe hierfiir einen wahr-
haft wunderbaren Beweis, doch ist dieser Rand zu schmal, ihn zu fassen.“193 Aus heutiger Sicht
ist diese Aussage anzuzweifeln, da im spateren komplexen Beweis des ,GrofRen Satzes von
Fermat” Vorkenntnisse und Beweise benétigt wurden, welche Fermat zu seiner Zeit noch nicht
zur Verfuigung standen.'* Diese Randbemerkung Fermats beschéftigte jedoch die nachfolgen-
den Generationen von Mathematikerinnen und verbliffte durch ihre vermeintliche Einfach-
heit, welche sie von den anderen groRBen Problemen der Mathematik unterschied.'%> Da es
unendlich viele natlrliche Zahlen gibt, welche fiir n eingesetzt werden kénnen, gestaltete sich
der Beweis aullert schwierig. Jedoch wurden dennoch immer wieder kleinere Erfolge verzeich-
net, indem die Aussage flr bestimmte n bewiesen wurde. So bewies es 1676 Bernard Frénicle
de Bessy fir n = 4, Leonhard Euler 1770 fiir n = 3, 1825 Peter Gustav Lejeune-Dirichlet und
Adrien-Marie Legendre fir n = 5. Selbiges folgte fir n = 14; 7; 11; 17 und 23, allerdings
noch lange nicht fiir den allgemeingiiltigen , letzten Satz von Fermat®. Zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts war immer noch kein Beweis dafir in Sicht, jedoch stiftete der Darmstadter Mathe-

matiker und Arzt, Paul Friedrich Wolfskehl, ein Preisgeld in Hohe von umgerechnet mehr als
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einer Million Euro, nachdem, so die Legende, ihn das Problem vor dem Suizid bewahrt hatte.
Jedoch war dieser ,,Preis” an die Bedingung geknipft, dass der Beweis bis zum 13. September
2007 in einer anerkannten Fachzeitschrift publiziert wiirde. Der Beweis schien allerdings so
fern, dass 1989 in einer Folge der Fernsehserie ,,Raumschiff Enterprise” behauptet wurde,
dass, selbst unter der Voraussetzung, dass Supercomputer existierten, der,,GrolRe Fermatsche
Satz“ nicht vor dem 24. Jahrhundert bewiesen werden kénne.'% 1953 wurde dann Andrew
Wiles in England geboren.'?” Bereits im Alter von zehn Jahren stieB er auf den geheimnisvollen
,letzten Satz von Fermat”, als er, begeistert vom mathematischen Tiifteln, in einer Bibliothek
nach Mathematikritseln suchte.l®® Dabei bekam er das Buch ,The last Problem* von Eric
Temple Bell in die Hande. Es beeindruckte ihn, dass er als zehnjahriger Junge ein Problem ver-
stand, welches doch keiner der groBen Mathematikinnen bisher zu I6sen vermochte.%® Wih-
rend seiner Teenagerzeit versuchte Wiles den Beweis fiir dieses Problem zu finden. Nach all
den erfolglosen Versuchen gab er es mit Beginn seines Studiums allerdings fiirs Erste auf.11?
In den 80er Jahren wanderte der Mathematiker dann nach Amerika aus, wo er eine Professur
in Princeton antrat und sich einen Ruf als begnadeter Mathematiker aufbaute. Doch nach ei-
nigen Jahren zog er sich dann plotzlich zuriick.''! Andrew Wiles beschrieb diese Zeit spater als
die Zeit, in der er zu ,Fermats letztem Satz“ zurtickkehrte. Wahrend seine Mathematikkolle-
glnnen vermuteten, dass er einer der jungen Mathematiker sei, der ausgebrannt oder nicht
gerade fleiRig war, wurde er 1985 durch eine Idee des deutschen Mathematikers Gerhard Frey
auf eine neue Moglichkeit gebracht.'*? Dieser hatte namlich die Vermutung aufgestellt, dass

der ,letzte Satz von Fermat” bewiesen ware, wenn der Beweis fiir die , Taniyama-Shimura-“
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und die ,,Epsilon-Vermutung” gefunden wiirde. Bald wurde die lange mit Zweifeln verbundene
zweitere Vermutung bewiesen, weshalb es ,,nur noch” an einem Beweis fiir die ,Taniyama-
Shimura-Vermutung” fehlte.’3 Also machte sich Wiles erneut daran den Beweis zu finden,
allerdings nahm er sich dennoch Zeit fiir seine junge Familie, wie er in einem Interview mit der

,Zeit” 1993 sagte:!14

Da ich eine junge Familie habe, gab ich mir Miihe, mein Denken auf bestimmte Tages-
zeiten zu beschrinken. Wenn ich jeden Tag zwdélf Stunden konzentriert gearbeitet
hdtte, wdre es sehr hart flir die Familie gewesen; auch ich hétte es wohl nicht ausge-

halten. Aber das Problem hat mich niemals losgelassen.*®

Zirka zwischen Ende April und Anfang Mai 1993 gelang Wiles dann der Durchbruch. Er hatte
es geschafft die Teile der ,Taniyama-Shimura-Vermutung” zu beweisen, welche fir den Be-
weis des , letzten Satzes von Fermat“ notig waren und so auch den ,GrofRen Fermatschen Satz“
bewiesen. Die darauffolgenden sechs bis sieben Wochen verbrachte er mit der Kontrolle sei-
nes Beweises, bevor er Mitte Juni eine Vorlesung ankiindigte, in der er den Beweis zum ,,letz-
ten Satz von Fermat” fihren wollte.?'® Am 23. Juni 1993 war es dann soweit: Andrew Wiles
trug den Beweis am Newton-Institut der Universitat Cambridge vor den Augen von rund 200
Mathematikkolleginnen an der Tafel vor und schloss seinen Vortrag mit den Worten ,Ich
denke, das gentigt.“.1” Sein Beweis umfasst zwischen 200 und 250 Seiten,''® wobei Expertin-

nen schitzen, dass er ausformuliert vermutlich fiinfmal solange sein kdnnte.''® In einem
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Interview am 6. August 1993 sagte Wiles, dass er glaube, dass die Methode auf jeden Fall das
Problem I6sen werde, er sich allerdings nicht sicher sei, ob jedes Detail richtig sei.’?° Nach
diesem Vortrag war die Freude in der Mathematik zwar grof, doch Nicholas Katz, ein mathe-
matischer Zahlentheoretiker und ebenfalls Professor in Princeton, machte sich sofort an die
Uberpriifung der 200 Seiten und entdeckte eine Liicke, welche er am 23. August 1993 dann
publik machte. Wiles erkannte den Fehler und machte sich mit seinem Schiiler Richard Taylor
an die Arbeit. Nach der anfanglichen Angst, dass sich das Problem aufgrund des ,,Godelschen
Unvollstandigkeitssatzes” moglicherweise nicht beweisen lieRe, gelang es ihnen im Oktober
1994 die Liicke zu schliefen und 1997 den Beweis des ,letzten Satzes von Fermat” zu publi-
zieren. Im selben Jahr wurde er von der Community der Mathematikerlnnen als richtig aner-
kannt. Nun waren alle Voraussetzungen erfiillt, um den von Paul Friedrich Wolfskehl gestifte-
ten Preis auszuzahlen. Der Preis, der urspriinglich mehr als eine Million Euro wert war, war zu
diesem Zeitpunkt durch die Inflation allerdings nur noch 35 000 Euro wert. Zudem erhob
Queen Elizabeth Andrew Wiles im Jahr 2000 in den Ritterstand.?! Eric Temple Bell bezeichnet
Wiles’ Beweis des ,letzten Satzes von Fermat” in seinem Buch als , Lotteriegewinn in der Zah-

lentheorie”.122

5.5. Computer verhelfen zum Beweis — Das Vier-Farben-Theorem'?3

Als der Teilzeitmathematiker Francis Guthrie im Oktober 1852 seine Vermutung fiir das ,,Vier-
Farben-Theorem” aufstellte, dachte er wohl nicht, dass es, ahnlich wie bei ,Fermats letztem
Satz“, noch 124 Jahre dauern sollte, bis ein Beweis fiir seine Annahme gefunden wiirde. Seine
Vermutung war, ebenfalls eine Parallele zu Fermat, fiir jeden nachvollziehbar und auf den ers-
ten Blick sehr simpel, jedoch schwer beweisbar. Sie besagte, dass vier Farben immer ausrei-

chen wiirden, um eine Karte so zu bemalen, dass keine zwei Felder, die sich an mindestens
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einer Grenze beriihren, dieselbe Farbe hatten.'?* Francis Guthries Vermutung gelangte dann
Uber dessen Bruder zum Mathematikprofessor Augustus de Morgan, welcher sich dieser an-
nahm, allerdings zu keiner Losung kam, sie aber an die nachfolgenden Generationen von Ma-
thematikerlnnen weitergab. Jedoch war die auf das Problem gerichtete Aufmerksamkeit lange
nicht besonders groR. 1878 flammte dann nach einem Treffen der Londoner Mathematikge-
sellschaft die Begeisterung dafiir auf, als Arthur Cayley einen Beweis fiir die Vermutung for-
derte. Bereits 1879 schien dieser gefunden zu sein. Alfred Kempes Beweis des , Vier-Farben-
Theorems” stellte sich jedoch 1890 als falsch heraus. Percy Heawood entdeckte im Beweis
Fehler, konnte aber aus der Grundidee einen Beweis, dass finf Farben immer ausreichen, ab-
leiten. In den darauffolgenden Jahren flaute das Interesse am Problem wieder ab, bis 1976
zwei Mathematiker der Universitat von lllinois einen unkonventionellen Beweis lieferten. Ken-
neth Appel und Wolfgang Haken hatten es durch einen Beweis geschafft, die unendlichen
problematischen Falle auf eine Anzahl zu reduzieren, welche mithilfe von Computernin 1 200
Stunden Uberprift werden konnte.'?> Die unkonventionelle Methode eines Computerbewei-
ses lieferte somit nach 124 Jahren endlich den Beweis, dass vier Farben immer ausreichen,
um eine Karte so zu bemalen, dass keine zwei Felder, die sich an mindestens einer Grenze

beriihren, dieselbe Farbe haben.126

5.6. Fortsetzung folgt? — Die Zukunft des mathematischen Beweisens

In Bezug auf die zukiinftige Entwicklung der mathematischen Beweise tun sich viele Fragen
auf. Wie werden sie sich entwickeln? Wird es nur noch Computerbeweise geben? Werden wir
die Beweise nicht mehr kontrollieren bzw. nachvollziehen kénnen oder ware es sogar denk-
bar, dass es keine Beweise mehr geben wird? Genauso vielfaltig wie die offenen Fragen sind
auch die Meinungen zu diesen. Einige Mathematikerinnen sind der Uberzeugung, dass Com-
puter niemals die Aufgabe eines Mathematikers/einer Mathematikerin ersetzen werden kon-
nen, zumindest was die Findung eines passenden Beweises angeht. Den Grund dafiir sehen
sie darin, dass der Beweistyp und die Beweisidee nicht gleich erkenntlich sind und daher die

KI-Forschung bei der Automatisierung der Beweisfliihrungen nur eingeschrankt erfolgreich
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sein konne. Dies bestatigt sie auch darin, dass die mathematische Forschung eng mit Kreativi-
tat verbunden ist.!?’ Eine andere Ansicht in puncto Entwicklungen hin zu ausschlieRlich Com-
puterbeweisen ist, dass Wiles’ Beweis des ,letzten Satzes von Fermat” der letzte der Art ,,Blei-
stift, Papier und reine Logik” gewesen sein kdnnte.’?® John Horgan prognostizierte in einer
Ausgabe der ,,Scientific American” 1993, dass die Bedeutung von Beweisen bereits bis 2043
deutlich vermindert sein werde. Die zunehmende Komplexitdt der Mathematik und die Ent-
wicklung der Computer sprachen gegen eine Zukunft der Beweise, wie wir sie heute kennen.
Die Rechenleistungen der Computer wiirden es dem Menschen unmaoglich machen, all das zu
kontrollieren, geschweige denn nachzuvollziehen. Eine Kontrolle konnte daher nur noch durch
andere Computer erfolgen.??® Anzumerken ist allerdings, dass es auch heute bereits Beweise
gibt, wie beispielsweise Herrn Mochizukis 500 Seiten langen zur ,,abc-Vermutung”, welche
nicht nachvollzogen werden kénnen und welche dennoch vom Menschen stammen.3 Fest
steht, dass ,,Proof Checker”, also computeriberpriifte Beweise aus Menschenhand, zuneh-
men und vermutlich auch weiter zunehmen werden. Ob sie allerdings die Aufgabe der Mathe-
matikerlnnen ersetzen werden, ist ungewiss.’3! Fiir eine Zukunft der Beweise sprechen jeden-
falls die unzahligen ungel6sten mathematischen Ratsel in Bereichen wie beispielsweise den
vollkommenen Zahlen oder Primzahlen, sowie der Eifer der Mathematikerlnnen einen Beweis

dafiir zu finden.132
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6. Schluss

Im Zuge der vorliegenden Arbeit fand ich heraus, dass man unter mathematischen Beweisen
eine schrittweise nach den Regeln der mathematischen Logik gefiihrte Argumentationen ver-
steht, welche Vermutungen zu nicht anzweifelbaren Theoremen bzw. Satzen machen. Sie ha-
ben deshalb eine solche Bedeutung fir die Mathematik, da sie zum einen aufgrund der un-
endlichen Giiltigkeit nach einem gegliickten Beweis ein Alleinstellungsmerkmal dieser Natur-
wissenschaft zu anderen darstellen und zum anderen in der Mathematik an sich die charakte-
ristische stabile Basis bilden. Eine weitere interessante Erkenntnis in Bezug auf die Einstellung
unter den Mathematikerlnnen war unter anderem, dass trotz der genauen Arbeit mit Bewei-
sen und dem axiomatischen Aufbau der Wissenschaft, Mathematikerlnnen dennoch alle
Wahrheiten von bewiesenen Aussagen mit der Voraussetzung relativieren, dass die zugrun-
deliegenden Axiome richtig seien. Des Weiteren war ein Ergebnis meiner Recherche im Rah-
men dieser VWA, dass es viele verschiedene Beweismethoden gibt, welche sich im Laufe der
Geschichte des Beweisens entwickelten. Der Weg bis zu den heute deklarierten Methoden
war aber weit, was man am Beispiel der Entwicklung des ,,Beweises durch vollstdandige Induk-
tion” sehen kann. Im Zuge des Arbeitsprozesses dieser VWA schrankte ich die Beweismetho-
den auf die durch die logische Struktur beschreibbaren ein, da alle zu bearbeiten den Rahmen
dieser Arbeit gesprengt hatte. AuRerdem befasste ich mich mit der Geschichte der mathema-
tischen Beweise und pickte mir dabei die ,wichtigsten Meilensteine heraus. Dazu zahlt der
beriihmte Beweis des ,Satzes von Pythagoras”, welcher durch seine Entstehungszeit beein-
druckt, Wiles’ Beweis von ,,Fermats letztem Satz“, der durch die Odyssee bis zum Beweis her-
aussticht und das ,,Vier-Farben-Theorem”, welches das Zeitalter der computerunterstiitzten
Beweise einlautete und veranschaulicht. Leider war es mir im Rahmen dieser VWA nicht mog-
lich, die ersten mathematischen Beweise zu beleuchten, da die Informationen zu den Bewei-
sen in der Zeit der Babylonier sehr rar sind. Zur Zukunft der Beweise gibt es hingegen viele
Materialien mit unterschiedlichen Meinungen. Wahrend die einen davon ausgehen, dass
Computer alle Aufgaben im Bereich der Beweise (ilbernehmen werden und Menschen die
komplexen Beweise nicht mehr durchblicken und kontrollieren kénnen werden, meinen an-
dere, dass die gefragte Kreativitat beim Beweisen den Einsatz von kiinstlicher Intelligenz er-

schwere, da die Beweismethode nicht von Anfang an feststeht und erkennbar ist.
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Die Arbeit an der vorliegenden VWA hat mir fiir meine personliche Zukunft in zweierlei Hin-
sicht geholfen. Zum einen bestétigte sie mich darin, dass mir das Anfertigen von Exzerpten
zwar einiges an Zeit kostet, dies jedoch eine genaue Gliederung und geordnete Arbeit ermog-
licht und mir so den Arbeitsprozess erleichtert. Zum anderen zeigte sie mir, dass mich Mathe-
matik wirklich fasziniert und interessiert und ich in meinem weiteren Leben auch weiter in
diese Richtung gehen mdchte. Allerdings fand ich auch heraus, dass sich das Verfassen einer
mathematischen Arbeit fiir mich doch deutlich von dem in anderen Disziplinen unterscheidet,
da ich die Genauigkeit bei Definitionen und Ahnlichem erbringen méchte und ich somit nicht
nach einmaligem Lesen eines Buches oder Textes das Gemerkte dhnlich wiedergeben kann. Es
verlangte mir daher einige Zeit ab, die vorliegenden Textabschnitte zuerst zu verstehen und

dann moglichst genau zu beschreiben. Dabei kamen mir dann die Exzerpte zugute.

Ich mochte diese Arbeit nun mit einem Zitat von Andrew Wiles beenden, welches die Natur

der Mathematik in Bezug auf mathematische Beweise zum Ausdruck bringt.

Manche Leute meinten, ich hdtte ihnen ihr Problem weggenommen, und fragten, ob
ich ihnen nicht etwas anderes dafiir geben kénnte. Es herrschte eine gewisse Niederge-
schlagenheit. Wir haben etwas verloren, das uns so lange begleitet hat und das viele
von uns in die Mathematik gezogen hat. Vielleicht ist das einfach so mit Matheproble-

men. Wir miissen eben neue finden, die unsere Aufmerksamkeit fesseln.?33

Wenngleich ein Beweis der Mathematik immer ein Problem rauben wird, so wird es dennoch
immer neue Probleme geben, die nach einem Beweis verlangen. Und genau dies ist die Ursa-
che dafiir, dass jeder Beweis zusammen mit dem dahinterstehenden Problem eine eigene Ge-

schichte erzahlt.

Um mit Andrew Wiles Worten am Ende seiner Prasentation des Beweises von ,Fermats letz-

tem Satz“ zu schlieRen: ,Ich denke, das geniigt.“134
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9. Anhang

9.1. A Timeline of Mathematical Proof'3®

135 Krantz, Steven G.: The Proof is in the Pudding. The Changing Nature of Mathematical Proof. New York, 2011,
S.21-22.
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9.2. Das Problem des ,unvollstindigen Schachbretts“!3°

9.3. Der Beweis fiir den ,,Satz von Pythagoras“!3’

136 polster, Burkard: Q.E.D. - Beauty in Mathematical Proof. New York, 2004. Online verfiigbar {iber: https://ar-
chive.org/details/Q.e.d.-BeautylnMathematicalProof/mode/2up (letzter Zugriff am 10.2.2020), S. 3.

137 polster, Burkard: Q.E.D. - Beauty in Mathematical Proof. New York, 2004. Online verfiigbar {iber: https://ar-
chive.org/details/Q.e.d.-BeautylnMathematicalProof/mode/2up (letzter Zugriff am 10.2.2020), S. 5. und Singh,
Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Réatsels. Minchen, 20. Aufl.,
2018, S. 343.
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9.4. ,Consequence 12“

»Quoique cette proposition ait une infinité de cas, j'en donnerai une démonstration bien
courte, en supposant deux lemmes. Le premier, qui est évident de soi-méme, que cette propor-
tion se rencontre dans la seconde base; car il est bien visible que ¢ est @ c comme 1 a 1. La
deuxiéme, que si cette proportion se trouve dans une base quelconque, elle se trouvera néces-
sairement dans la base suivante. D’ou il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les
bases: car elle est dans la seconde base par le premier lemme; dont par le second elle est dans

la troisiéme base, donc dans la quatriéme, et a linfini. “*38

9.5. Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) in seinem Essay
,Gauss gelangt zu seinen Resultaten auf dem Wege einer schwierigen Induktion, die durch die
sogenannte Kdstnersche Methode, wenn etwas fiir die Zahl n gilt, es auch fiir die Zahl n+1 zu

erweisen, zur Allgemeinheit erhoben werden kann.“*3°

9.6. Const. Franz in ,,Philosophie der Mathematik“ (Leipzig 1842, S. 107)

,Der Arithmetik . . . ist die Induktion, die sogenannte késtner’sche Beweismethode wesentlich
eigenthiimlich. So wird von der binomischen Reihe erwiesen, dafs sie richtig ist, fiir den Expo-
nenten 1 und 2, und dafs sie ebenso richtig ist fiir den Exponenten n, wenn sie fiir den Exponen-

ten n-1 richtig ist; damit gilt sie allgemein.“**°

138 Felgner, Ulrich: Das Induktions-Prinzip. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 2012,
Vol. 114 (1), S. 23-45. Online verfligbar tGber: https://link.springer.com/article/10.1365/s13291-011-0032-9
(letzter Zugriff am 2.8.2019), hier S. 34-35.

139 Felgner, Ulrich: Das Induktions-Prinzip. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 2012,
Vol. 114 (1), S. 23-45. Online verflgbar Gber: https://link.springer.com/article/10.1365/s13291-011-0032-9
(letzter Zugriff am 2.8.2019), hier S. 36.

140 Felgner, Ulrich: Das Induktions-Prinzip. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 2012,
Vol. 114 (1), S. 23-45. Online verflgbar tGber: https://link.springer.com/article/10.1365/s13291-011-0032-9
(letzter Zugriff am 2.8.2019), hier S. 37.
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9.7. ,Der letzte Satz von Fermat”

Zeitungsartikel in den ,New York Times” vom 24. Juni 1993 {iber den gefundenen Beweis zum

,letzten Satz von Fermat*:14!

141 Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Rétsels. Miinchen,
20. Aufl., 2018, S. 283.
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Die erste Seite von Wiles’ Beweis:142

142 5ingh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miinchen,
20. Aufl., 2018, S. 309.
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9.8. Maégliche Karte zum ,,Vier-Farben-Theorem“'*

143 Singh, Simon: Fermats letzter Satz. Die abenteuerliche Geschichte eines mathematischen Ratsels. Miinchen,
20. Aufl., 2018, S. 328.
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