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Abstract

Das Kernthema dieser Arbeit ist der GroRe fermatsche Satz, ein Postulat des im

17. Jahrhundert lebenden Hobbymathematikers Pierre de Fermat. Er behauptete beweisen
zu kdnnen, dass es keine 4 natlrlichen Zahlen x, y, z und n (wobei n>2) gibt, fiir die gilt:

a™ + b™ = c", ohne jedoch jemals einen konkreten Beweis zu erbringen. Wie ich im zweiten
Kapitel naher erklaren werde, wird in der Mathematik streng zwischen einem bewiesenen
Satz und einer unbewiesenen Vermutung unterschieden. Fermat leitete seine Vermutung

her, indem er den Satz des Pythagoras verallgemeinerte.

Das ist auch der Grund dafiir, dass das zweite wichtige Thema meiner Arbeit der Satz des
Pythagoras ist, wobei ich auf einige verschiedene Beweise dieses Satzes eingehe und
allgemein die Wichtigkeit des Beweises in der Mathematik erldutere. Einen weiteren, sehr
interessanten Abschnitt stellt ein langerer Beweis Uber einen Teil des GroRen fermatschen

Satzes dar, der einige grundlegende, zahlentheoretische Beweismethoden enthalt.

Im letzten Kapitel befasse ich mich noch mit der weiteren Geschichte des GrolRen Satzes von
Fermat, denn jahrhundertelang konnten nur einige Spezialfalle bewiesen werden und selbst
die Erfindung des Computers half nicht, einen Beweis zu finden. Erst 1994, 350 Jahre
nachdem Pierre de Fermat seine Vermutung geauBert hatte, konnte der britische
Mathematiker Andrew Wiles in einem sehr langen und schwierigen Beweis das damals als

schwerstes Ratsel der Mathematik geltende Problem l6sen.



Vorwort

Was ist der GroRe fermatsche Satz? Diese Frage wurde mir im letzten Jahr des Ofteren
gestellt und zu Beginn wusste ich noch nicht recht, wie ich darauf antworten sollte. "Es ist
halt ein mathematischer Satz", sagte ich zu meinen Schulkollegenl, wenn sie mich nach dem
Thema meiner Vorwissenschaftlichen Arbeit fragten. Im Laufe meiner Recherchen kam ich
hinter die Geschichte des GroRen fermatschen Satzes. Diese enthalt mehr Kapitel als die

Geschichte jedes anderen mathematischen Satzes.

Der GrolRRe fermatsche Satz hat seine Wurzeln in der Antike, in der bereits bekannt war, dass
bestimmte (natlrliche) Zahlen, wenn man sie als Seitenlange von Dreiecken interpretiert, ein
rechtwinkeliges Dreieck ergeben. Der Satz des Pythagoras spielt fiir den GroRen fermatschen
Satz ebenso eine wichtige Rolle, wie ein antikes Buch iber Zahlentheorie, in das Pierre de
Fermat, der Begriinder des GroRen fermatschen Satzes, ganz vernarrt war. Deshalb habe ich
mich bei meiner Arbeit auch mit verschiedenen Beweisen des Satzes von Pythagoras
beschaftigt und zu jedem Beweis auch ein Geogebra Applet erstellt. Diese liegen der VWA,

ebenso wie das von mir erstellte Programm Uber pythagoreische Tripel, bei.

Der Grof3e fermatsche Satz wurde am Anfang des 17. Jahrhunderts postuliert, wo der , Flrst
der Amateure”, wie Pierre de Fermat genannt wurde, diesen Satz beim Lesen eines antiken
Buches Uber Zahlentheorie in seiner Freizeit aufstellte. Damals gab es noch keine
Berufsmathematiker, Pierre de Fermat beschaftigte sich mit der Mathematik in seiner

Freizeit aus reiner Neugier und purem Interesse.

Leonhard Euler, ein weiterer groBer Mathematiker und vor allem Zahlentheoretiker, Sophie
Germain, Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Adrien-Marie Legendre und Ernst Kummer konnten
den Beweis fiir einen grofRen Teil der Zahlen ausdehnen, aber es waren immer noch
unendlich viele einzelne Falle offen, um den GroRen fermatschen Satz als Ganzes zu

beweisen.

Y1n der vorliegenden Arbeit wird aus Griinden der besseren Lesbarkeit die maskuline Form verwendet.
Selbstverstandlich sind sowohl Manner als auch Frauen angesprochen, da es auch unter den grofRen
Mathematikern zahlreiche Frauen gab und gibt.



Anfang des 20. Jahrhunderts kam durch Gédels Unvollstandigkeitssatz eine weitere
Unsicherheit auf der Suche nach dem Beweis vom GroRRen fermatschen Satz hinzu, denn
moglicherweise war dieser eine nicht beweisbare zahlentheoretische Aussage, welche es

laut Godel in der Zahlentheorie geben musste.

Im Jahr 1984, auf einem Symposium in Deutschland, wurden dann die Weichen fiir den
Beweis des Grofien fermatschen Satzes gestellt. Der deutsche Mathematiker Gerhard Frey
prasentierte ein Argument, welches den Satz mit der sogenannten Taniyama-Shimura-
Vermutung verband. Dieser Argumentationsgang musste noch etwas prazisiert werden, er
wurde aber zwei Jahre spater von Ken Ribet endgiiltig vollendet. Um den GroRen Satz von
Fermat zu beweisen, musste man nun nur mehr die Taniyama-Shimura-Vermutung
beweisen, was den britischen Mathematiker Andrew Wiles auf diese Vermutung

aufmerksam machte.

Es war sein Kindheitstraum, den GroRen fermatschen Satz zu beweisen und nun wurde ihm
eine Gelegenheit dazu geboten. Von 1986 bis 1994 befasste er sich ausschlieBlich mit dem
Beweis der Taniyama-Shimura-Vermutung, wobei er unzahlige Rickschldage hinnehmen
musste, wie zum Beispiel, dass in seinem bereits fertigen Beweis 1993 eine
Argumentationsliicke gefunden wurde. Diese konnte er aber letztendlich schlieRen und sein
extrem langer Beweis hielt jeder weiteren Priifung stand. Neben dem Ruhm, ein als unlésbar
geltendes Ratsel geldst zu haben, erhielt er auBerdem noch den Wolfskehl Preis, den ein

deutscher Industrieller auf die Lésung des GrofRen fermatschen Satz ausgesetzt hatte.

Dies ist der Grund, warum mich der Grol3e fermatsche Satz so fasziniert: weil er im Prinzip
die ganze Geschichte der Mathematik und dariber hinaus noch einige interessante
Geschichten, tragische Schicksale und die Arbeit der groSten Mathematiker der Geschichte

enthalt.
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1 Einleitung

Meine Arbeit beschaftigt sich mit dem GroRen fermatschen Satz, den der franzésische
Mathematiker Pierre de Fermat im 17. Jahrhundert postuliert hat. Die Idee, dieses Thema zu
wahlen, kam mir, als ich das Buch , Fermats letzter Satz“ von Simon Singh las. Weil mich
diese Thematik so interessierte, wollte ich einfach mehr dartiber herausfinden. In der
vorliegenden Arbeit kommen einige Mathematiker vor, die viel zur Losung des Problems
beigetragen haben. Um einen tieferen Einblick zu bekommen, habe ich neben den
mathematischen Details auch einige ihrer Biographien kurz angeschnitten und so eingebaut,
dass sie mit der Mathematik gut einhergehen. Ziel dieser Arbeit wird sein, die Entstehung
und den Beweis des GroRRen fermatschen Satzes ndher zu erldutern und auBerdem seine

Verbindung mit der Antike durch den Satz des Pythagoras zu untersuchen.

Das erste Kapitel dieser Arbeit befasst sich speziell mit dem Entstehen der GrolRen
fermatschen Vermutung. Nach einer kurzen Biographie von Pierre de Fermat wird vor allem
die Frage im Zentrum stehen, wie Pierre de Fermat auf dieses Problem kam und wie er es
formulierte. Bereits am Beginn meiner Recherchen fand ich heraus, dass er seine Vermutung
aus einem noch in der Antike entdeckten Theorem herleitete, namlich dem Satz des
Pythagoras.

Die eigentlich unabsichtliche Veroffentlichung des GrofSen fermatschen Satzes spielt hier

auch eine interessante und wichtige Rolle.

Deshalb handelt das zweite Kapitel vom Satz des Pythagoras. Dabei steht zu Beginn die Frage
im Vordergrund, welche Verbindungen es zwischen dem GroRen fermatschen Satz und dem
Satz des Pythagoras gibt. Danach wird der Satz des Pythagoras in Bezug auf sein Auftreten in
verschiedenen Kulturen genauer untersucht. Dabei werden einige spannende Beweise des
Satzes von Pythagoras vorkommen, die mithilfe von Geogebra-Anwendungen besser
ersichtlich gemacht werden. Nattrlich darf in diesem Zusammenhang Pythagoras nicht
vergessen werden. Er ist schlieRlich der Namensgeber des Satzes und hat auch zu dessen

Weiterentwicklung beigetragen.



Am Ende des zweiten Abschnitts meiner Arbeit werde ich mich noch naher auf einen
zahlentheoretisch wichtigen Aspekt des Satzes von Pythagoras konzentrieren, namlich

pythagoreische Tripel.

Der letzte Abschnitt befasst sich zuerst mit zwei verschiedenen Formen von Beweisen
anhand eines kurzen Beispiels. Danach werden diese und einige weitere Beweismethoden
auf einen kleinen Teil des GroRRen Satzes von Fermat angewandt, um herauszufinden, wie
Leonhard Euler den GroBen fermatschen Satz fiir den Exponenten 3 beweisen konnte. Das
ist insofern interessant, da Euler der erste war, der, nach Pierre de Fermat selbst, einen
Fortschritt erzielen konnte und der Lésung des Problems ein kleines Stiick ndher kam. Dieser
Beweis wird einige Seiten lang und an manchen Stellen auch ein wenig kompliziert werden,
aber im Grunde genommen ist er durchaus verstandlich. Nach diesem langen Beweis wird
noch die weitere Geschichte des GroRRen fermatschen Satzes kurz erwdhnt. Dadurch soll
gezeigt werden, warum der Beweis Uiberhaupt so schwierig ist, denn immerhin konnte

jahrhundertelang kein einziger Mathematiker den GroRen fermatschen Satz beweisen.

Ganz am Schluss wird noch erwahnt, wie es Andrew Wiles schaffte, einen endgiiltigen

Beweis zu erbringen.

Meiner Meinung nach ist der GroRe fermatsche Satz erstaunlich. Er ist etwas ganz
besonderes in der Geschichte der Mathematik, ja sogar der Geschichte aller Wissenschaften.
Es gibt nur ganz wenige Ratsel in der Mathematik, die die Mathematiker tber so lange Zeit
hinweg beschaftigt haben, wie der Grolle fermatsche Satz. Man muss bedenken, dass dieser
zu einer Zeit formuliert wurde, als Isaac Newton noch nicht einmal geboren war. Es gibt
heute kaum mehr vergleichbare Ratsel, die noch nicht gelést wurden, vor allem nicht in den
anderen Naturwissenschaften. 350 Jahre lang blieb der GroRe fermatsche Satz unbewiesen,
und erst 1994, vor eigentlich relativ kurzer Zeit, wurde dann der Beweis erbracht. Dieser ist
somit einer der aktuellsten groRen Beweise in der Mathematik, da solche ja nicht alle Tage

gemacht werden.



2 Kapitel 1: Pierre de Fermat und seine Formulierung des

Problems

2.1 Pierre de Fermat

2.1.1 Biographisches

Pierre Fermat wurde am 17. August 1601 in der
sidwestfranzosischen Stadt Beaumont de Lomagne geboren. Zur
Schule ging er im o6rtlichen franziskanischen Kloster und spater
konnte er die Universitat besuchen, da sein Vater, Dominique

Fermat, ein wohlhabender Lederhandler war.

Nach einem Jurastudium wurde Fermat 1631 Richter und
Regierungsbeamter in Toulouse, wodurch sich auch sein Name zu  Abbildung 1: Pierre de Fermat
,Pierre de Fermat” anderte.

Aufgrund vieler Pesttoter, die es zu jener Zeit gab, stieg Pierre de Fermat im Laufe der Zeit
von einer unteren Regierungsbehorde zum hochsten Strafgericht auf.

(vgl. O'Connor & Robertson, MacTutor History of Mathematics archive, 1996)

2.1.2 Mathematische Leistungen

Zu Fermats Zeiten, dem Beginn des 17. Jahrhunderts, war die Mathematik noch keine
angesehene Wissenschaft. Das war der Grund dafiir, dass ihn seine Familie dazu anhielt, Jura
zu studieren, obwohl seine Leidenschaft eigentlich der Mathematik galt. Deshalb wurde
Fermat von E. T. Bell sogar ,Fiirst der Amateure” genannt, eine Anspielung darauf, dass er
Mathematik nur als Hobby betrieb. Pierre de Fermat beschaftigte sich so oft es ihm moglich
war mit der Mathematik und machte deshalb auch viele groBartige Entdeckungen.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 61)

In der Optik erklarte er das Brechungsgesetz durch die fundamentale Eigenschaft, dass Licht
immer den schnellstmoglichen Weg wahlt, was als fermatsches Prinzip heute noch seine

Gultigkeit hat. Zusammen mit Blaise Pascal, der in Paris lebte und mit dem Fermat mittels
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Briefen in Kontakt blieb, begriindete er die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

(vgl. O'Connor & Robertson, MacTutor History of Mathematics archive, 1996)

Newton, der zusatzlich zu seinen drei Newtonschen Gesetzen auch das dazu erforderliche,
neue Teilgebiet der Mathematik, ndamlich die Infinitesimalrechnung, etablierte, bediente sich
laut eigener Aussage dabei auch ,Monsieur Fermats Verfahren, Tangenten zu zeichnen”
(Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 68).

Aus diesem Grund nahm Fermat auch auf diesen wichtigen Bereich der Mathematik Einfluss.
Die meiste Aufmerksamkeit schenkte er allerdings der Zahlentheorie, die sich mit den
Eigenschaften der Zahlen und ihren Beziehungen zueinander beschaftigt.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 64ff)

2.2 Die Entstehung des schwersten mathematischen Problems der

Welt

An einem Tag, vermutlich um das Jahr 1637, las Pierre de
Fermat in seinem Exemplar der Arithmetica, einem antiken
Buch liber Zahlentheorie, geschrieben ca. 250 n.Chr. von
dem Griechen Diophantos von Alexandria. Er war fasziniert
von den Losungen des Satzes von Pythagoras. Vor allem die
Ganzzahligen hatten es ihm angetan (z.B.: 3% + 42 = 52,
52 + 122 = 132,82 + 152 = 172, oder 7% + 24* = 25?%).
(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 76, 85ff)

»Plotzlich, in einem Moment genialer Eingebung, der den
Fiirsten der Amateure unsterblich machen sollte, bildete er
eine Gleichung, die der pythagoreischen zwar sehr dhnlich

war, doch iiberhaupt keine Lésungen besafs”.

(Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 86)

Abbildung 2: Ein Exemplar der
Arithmetica, wie auch Fermat eines hatte

Anstatt x* + y? = z?, schrieb er x* + y* = z>. Fermat
versuchte, ganzzahlige Losungen fiir diese Gleichung zu finden, doch er konnte nicht eine

einzige entdecken. Das verbliffte ihn so sehr, dass er weitere Gleichungen mit hoheren



Exponenten, wie x* + y* = z* oder x° + y°> = z° (iberpriifte, doch auch hier fand er keine
Losung.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 86)

»Am Ende zog er den Schluf3[sic.], es gebe keine drei Zahlen, die folgende Gleichung ohne
Rest erfiillen:
X"yt =2z" mitn=3,4,5,.. ;x,y,z € N'[ad.]
An den Rand seiner Ausgabe der Arithmetica (...) notierte er seine Beobachtung:
Es ist nicht méglich, einen Kubus in zwei Kuben, oder ein Biquadrat in zwei Biquadrate
und allgemein eine Potenz héher als die zweite, in zwei Potenzen mit demselben
Exponenten zu zerlegen.”

(Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 86f)

»Eine verbliiffende Bemerkung, doch Fermat glaubte, sie beweisen zu kénnen. Der ersten
Randnotiz, in der er seine These festhielt, fiigte der geniale Schelm eine weitere Bemerkung
hinzu, die Generationen von Mathematikern den Schlaf rauben sollte:
Ich habe hierfiir einen wahrhaft wunderbaren Beweis, doch ist dieser Rand hier zu
schmal, um ihn zu fassen.”

(Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 87)

Diese These wurde spater als GrofSe fermatsche Vermutung bekannt. Um diese zu beweisen,
musste man alle Primzahlexponenten und den Exponenten n=4 ausschlieBen, da
xan + ydn = zAn o (xd)n + (yd)n — (Zd)n ist.

(vgl. Rupp & Letscher, 2008, S. 1)

Das heift, laut den Regeln der Exponentialrechnung kann jeder beliebige Exponent in seine
Faktoren zerlegt werden. Der Exponent n ist in diesem Fall immer ein Primfaktor oder 4 und
deshalb muss es, wenn es die Losung x®" + y" = z4" gibt, auch eine Lésung:

X"+ Y"=7" mitX =x%Y = y%und Z = z% geben.

(vgl. Rupp & Letscher, 2008, S. 1)

Laut dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie kann jede natiirliche Zahl als eindeutiges
Produkt von Primfaktoren dargestellt werden und diese Eigenschaft kann hier verwendet

werden. Weil wir aber flir den GroBen fermatschen Satz den Exponenten 2 ausgeschlossen

11
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haben, da ja x* + y* = z?, der Satz des Pythagoras, sehr wohl ganzzahlige Lésungen hat,
kann der Exponent 2 in diesem Fall nicht als Faktor n (siehe obige Formel) zur Bildung des
Produkts, also des ganzen Exponenten, verwendet werden. Das ist der Grund dafir, dass wir
n=4 ebenfalls miteinbeziehen missen, um wirklich alle moglichen Exponenten erhalten zu
kénnen.

(vgl. Moller, 2008, S. 49)

Das Problem, dass man den GrofRen Satz von Fermat fir eine unendliche Anzahl von
natlrlichen Zahlen (x, y und z) und fiir eine unendliche Anzahl von Primzahlexponenten n
beweisen muss, bleibt dadurch allerdings bestehen. Das folgt daraus, dass es unendlich viele
Primzahlen gibt. Diese Tatsache konnte bereits Euklid, ein griechischer Mathematiker aus
dem 3. vorchristlichen Jahrhundert, zeigen, obwohl er seine Aussage anders formulierte, da

er den Begriff des Unendlichen nur ungern verwendete:

Angenommen, es gdbe eine endlich lange Liste (P;, P, P3, ..., B,) aller
Primzahlen, dann misste, laut dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie, jede
naturliche Zahl als Produkt aus diesen Primzahlen darstellbar sein. Bildet
man allerdings die Zahl Z = (P; * P, *x P3 * ...x P,) + 1, so lasst diese bei
Division durch alle auf der Liste stehenden Primzahlen den Rest 1. Nun ist
entweder Z eine neue Primzahl, oder es gibt eine andere Primzahl, die nicht
auf meiner Liste steht und Z teilt. So oder so kann diese neue Primzahl zu
meiner Liste hinzugefliigt werden und das Spiel beginnt von neuem. Diese
Argumentation kann beliebig lange fortgesetzt werden, ohne jemals alle
Primzahlen zu erhalten, deshalb gibt es unendlich viele davon.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 118f)
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2.3 Die unabsichtliche Veréffentlichung |
DI1OPH A N-LI

Am 12. Februar 1665 starb Pierre de Fermat nach
ALEXANDRINI
kurzer, schwerer Krankheit. Da er wenige Kontakte ARITHMETICORVM
EIBRISEX
zu anderen Mathematikern gepflegt hatte, war die ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
LIBER VNYVS,

Gefahr grol3, dass seine zahlreichen Entdeckungen CVM COMMENTARIIS C.G. BACHETI V. C.

& obfernationibusD.P.de FERMAT Senatoris Tolofani.
fiir immer verloren gehen kénnten. Zum Gliick i el

erkannte Clement-Samuel, der dlteste Sohn von
Pierre de Fermat, von welcher Signifikanz die
Entdeckungen seines Vaters waren. Fiinf Jahre lang

trug er alle Notizen zusammen und veroéffentlichte

1670 eine neue Ausgabe der Arithmetica, die 48

Excudebat BERN ARDVS BOSC, ¢Regione Collegij Socicratis Tefus.

Anmerkungen seines Vaters enthielt. W DC LXX.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 88ff)

Die urspriinglichen Notizen Pierre de Fermats gingen

Abbildung 4: Ausgabe der Arithmetica mit

mit der Zeit verloren, doch das Buch, das sein Sohn
Anmerkungen von Fermat

veroffentlicht hatte, enthielt viele davon. Weil es
erhalten blieb, konnten die nachfolgenden Generationen von Mathematikern mit den
erstaunlichen Anmerkungen von Pierre de Fermat arbeiten.

(vgl. Singh, Fermat's last Theorem, 1996, S. 2 (Transkript))

Doch diese Anmerkungen enthielten keine Beweise, sondern nur Vermutungen und
unbewiesene Entdeckungen. Fermat notierte lediglich so viel, bis er zu der Uberzeugung
kam, dass die entdeckte Vermutung stimmt. Uber die Einzelheiten seiner Beweise kiimmerte
er sich nicht weiter.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 88ff)

Mit der Zeit wurde dann tatsachlich eine Anmerkung nach der anderen bewiesen und nur
ganz wenige von Fermats Vermutungen stellten sich letztendlich als falsch heraus. Doch eine
Randnotiz schien unantastbar. Dies ist auch der Grund dafiir, dass die GroRe fermatsche
Vermutung nach ihrem Beweis auch als ,Fermats letzter Satz“ oder , Fermats letztes

Theorem” bekannt wurde, denn sie ist die letzte Behauptung Fermats, die sehr, sehr lange



15

Zeit nicht als richtig oder falsch bewiesen werden konnte. Fermats letzter Satz ist unheimlich
schwer zu beweisen. Der ,Fiirst der Amateure” behauptete, er hatte einen Beweis. Und er
fligte seiner Randnotiz eine lassige Bemerkung hinzu, der Rand sei zu schmal, um diesen
aufzuschreiben. Damit versetzte er Generationen von Mathematikern in der ganzen Welt in
Rage.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 88ff)



3 Kapitel 2: Der Satz des Pythagoras als Spezialfall des GrofRen

Satzes von Fermat

3.1 Geschichtliches zum Satz des Pythagoras

3.1.1 Vom Satz des Pythagoras zum GrolSen fermatschen Satz

Wie im vorigen Kapitel erwahnt, entsteht der Grole

fermatsche Satz, indem man die Exponenten vom

zweiten Grad, wie im Satz des Pythagoras, auf einen \
Grad 23 erhdht. Aber was besagt der Satz des a ¢
Pythagoras?

[ .

Wie wir alle in der Schule gelernt haben, gilt in einem
rechtwinkeligen Dreieck (siehe Abb. 5), dass die Summe

der Quadrate der Katheten (die Seiten, die den rechten Winkel
einschlieRen) gleich dem Quadrat der Hypotenuse ist, wobei die Hypotenuse dem rechten
Winkel gegentiber liegt. Das heil3t, in einem rechtwinkeligen Dreiecke mit den Katheten a, b
und der Hypotenuse c gilt: a* + b? = c2. In jedem rechtwinkeligen Dreieck gilt der Satz des
Pythagoras, und auch die umgekehrte Beziehung ist wahr. Jedes Dreieck, bei dem fir die
Seiten a,bund c a® + b? = c?gilt, ist automatisch ein rechtwinkeliges und hat die Seite c

als Hypotenuse.

Das kann durch folgende Argumentation bewiesen werden:

Fiir jedes allgemeine Dreieck gilt der Kosinussatz: ¢* = a* + b> — 2 * a * b x cos y. Damit
nun a® + b? = c?, muss der Term 2 x a * b * cosy = 0 sein. Die Lingen der Seiten des
Dreiecks (a, b) sind grofRer als 0, deshalb muss cosy = 0 sein. Der Kosinus ist bei 90° und bei

270° null, aber die Winkelsumme in einem Dreieck betragt immer 180°, weshalb y = 90°.

Durch diesen Beweis wurde gezeigt, wenn a, bund ¢ die Langen eines Dreiecks sind und
wenn a? + b% = ¢? gilt, dann muss dieses Dreieck ein rechtwinkeliges mit c als Hypotenuse

sein.



Die drei Zahlen a, b und c, die Seitenlangen eines rechtwinkeligen Dreiecks, sind fir die
Zahlentheorie vor allem dann sehr interessant, wenn a, b und c natiirliche Zahlen sind. Wir
nennen dieses Tripel aus natlirlichen Zahlen pythagoreisches Zahlentripel oder einfach

pythagoreisches Tripel.

Definition: ,Ein Tripel (a, b, c) von natiirlichen Zahlen heifst pythagoreisch, falls die Gleichung
a* + b? = c? erfiillt ist.”

(Hoehn & Huber, 2005, S. 17)

3.1.2 Pythagoreische Tripel in der Urzeit

In diesem Zusammenhang ist ein im zweiten oder dritten vorchristlichen Jahrtausend
errichteter, ovalférmiger megalithischer Druidentempel bemerkenswert. Die Form des
Gebadudes lasst erahnen, dass der Konstrukteur ein rechtwinkeliges Dreieck benutzte, um die
ovale Form der AuBenmauer zu erhalten. Die drei Seiten dieses Dreiecks haben ein
Verhaltnis von 3:4:5 zueinander. Das ist sehr spannend, denn (3, 4, 5) ist das einfachste
pythagoreische Tripel. Diese Tatsache lasst darauf schlieRen, dass der Erbauer zumindest
dieses gekannt haben kdnnte und dass er somit auch gewusst haben konnte, dass - wenn er
ein Dreieck mit diesen Seitenlangen konstruieren wirde - es dann rechtwinkelig sein wirde.

(vgl. Gericke, 1984, S. S. 4ff)

3.1.3 Satz des Pythagoras in Indien

Die wichtigste Entdeckung der indischen Mathematiker war das Dezimalzahlensystem, das
uns das Rechnen sehr erleichtert. Noch im Mittelalter musste man an die Universitat gehen,
um mit dem damaligen rémischen Zahlensystem Gberhaupt dividieren zu kdnnen. Das ist
heute kaum mehr vorstellbar.

(vgl. Gronau, 2009, S. 53)
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Mithilfe der indischen Geometrie gibt es zwei Arten, den Satz des Pythagoras zu beweisen,
wobei die Inder das erst einige Zeit nach

Pythagoras konnten:

1. Der erste Beweis funktioniert
folgendermalien: Bei einem Dreieck (Abb. 6)

sind die zwei Teildreiecke, die dadurch

[

entstehen, dass man die Hohe auf die Abbildung 6: allgemeines rechtwinkeliges
Dreieck fiir den ersten Beweis

Hypotenuse zeichnet, dhnlich.

Definition: Zwei Dreiecke sind éhnlich, wenn ihre Innenwinkel und somit die

Verhdltnisse der Ldngen ihrer Seiten gleich sind, auch wenn sie insgesamt gréfSer oder

kleiner sind.

Die Anlichkeit der drei Dreiecke folgt daraus, dass die zwei Teildreiecke jeweils einen

Winkel mit dem groRRen Dreieck gemeinsam haben, ein weiterer Winkel ist
rechtwinkelig, genauso wie bei dem groRen Dreieck. Daraus , dass die Summe der
Winkel in einem Dreieck immer gleich ist, folgt, dass auch der dritte Winkel bei allen
drei Dreiecken gleich grol sein muss. Das heil3t, alle drei Dreiecke haben gleiche
Winkel und sind somit dhnlich.

(vgl. Penrose, 2004, S. 31ff)

Wenn die Dreiecke dhnlich sind, missen auch die Verhaltnisse ihrer Seitenlangen
gleich sein:

c_a — g2 c_b — 12
a_qzc*Q—a und b-pz)c*p—b
a’+b?=cxq+cxp=cx(q+p)
g+p=c=>a’+b*=c? q.ed?

(vgl. Hawking, 2007, S. 12)

2 Mithilfe der Geogebra Datei ,, 1. Indischer Beweis” kann dieser Beweis nochmals gut veranschaulicht werden.
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2. Bei der zweiten Art, den Satz des Pythagoras zu
) ) A=112 &b
beweisen, konstruiert man 4 Mal dasselbe,
beliebige, rechtwinkelige Dreieck (Abb. 7), b
] ) ) A=112a*b
sodass die Hypothenusen auRen liegen und ein c PP
. . . . A=1/2a"b
Quadrat entsteht, in dessen Mitte wiederum ein .
kleines, unausgefiilltes Quadrat liegt. Wenn a
. . . . £ > asineb
man sich nun die Flache dieses grofien
I
Quadrates ansieht, so muss sie natirlich gleich
. . . . Abbildung 7 : Skizze fiir den zweiten
der Summe der Flachen der vier rechtwinkeligen Beweis des Satzes des Pythagoras

Dreiecke und des kleinen unausgefiillen Quadrates in der Mitte sein:
ab
2
= 2ab + a?® — 2ab + b?

c?=4x—+(a—b)?

= a? + b? q.e.d.3
(vgl. Gericke, 1984, S. 194f)

3.1.4 Rechnungen mit dem Satz des

Pythagoras in Babylonien

In dem altbabylonischen Text ,,Plimpton
322“ werden bereits im zweiten

Jahrtausend vor Christus, also lange vor

Pythagoras, einige pythagoreische Tripel

erwahnt, wobei das grote

(12709,13500,18541) ist. Das lasst darauf

Abbildung 8: Babylonischer Text Plimpton

schlielRen, dass die Babylonier bereits eine Formel
zur Berechnung von Pythagoreischen Tripeln hatten und folglich auch mit dem Satz des
Pythagoras vertraut waren.

(Hoehn & Huber, 2005, S. 17-18, S.33 zit. n. Van der Waerden, 1964, S.126)

3 . . . . -
Zur besseren Veranschaulichung dieses Beweises wurde ebenfalls eine Geogebra Datei mit dem

Namen ,2. Indischer Beweis” erstellt.
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Diese Vermutung wird auch dadurch bekraftigt, dass viele Aufgaben in babylonischen
Rechenbiichern von der Berechnung der Seitenlangen rechtwinkeliger Dreiecke handelten.

(vgl. Taschner, 2009, S. 68f)

»Eine typische Aufgabe aus einem babylonischen Rechenbuch lautet: Ein urspriinglich
an einer senkrechten Wand gelehnter 30 Ellen langer Balken ist von oben 6 Ellen
herabgerutscht. Wie weit hat er sich dabei waagrecht am Boden von der Wand
entfernt?”

(Taschner, 2009, S. 68-69) vgl. Abb. 9* 6

Darunter wird auch gleich die Antwort gegeben:
»30 quadriere, 900 siehst du.
6 von 30 abgezogen, 24 siehst du. 30
24 quadriere, 576 siehst du. 24
576 von 900 ziehe ab. 324 siehst du.

324 hat was als Quadratwurzel? 18.

?
H “”
18 am Boden hat er sich entfernt. Abbildung 9: Skizze zum Beispiel aus
dem babylonischen Rechenbuch

(Gericke, 1984, S. 33)°
Wie dieses Beispiel zeigt, wurde im alten Babylonien genauso vorgegangen, wie wir es heute
auch noch machen wiirden. Denn, wenn man von einem rechtwinkeligen Dreieck zwei Seiten

kennt, kann man mithilfe des Satzes von Pythagoras die dritte Seite berechnen.

3.1.5 Anwendungen des Satzes des Pythagoras in Agypten

Bereits um 7000 v. Chr. konnten die dgyptischen Bauern die jahrliche Niliberschwemmung
nutzen, um ihre Felder fruchtbar zu machen. Dazu errichteten sie Deiche entlang des Nils,

um diesen aufzustauen und in die Breite zu treiben, damit er seine nahrstoffreichen

* Hier erhalt man die Zahl 24, indem man 6 von 30 subtrahiert.

> Im Originaltext werden die Zahlen im Sexagesimalsystem, einem Stellenwertsystem, das anstatt 10 die Zahl 60
als Basis verwendet, angegeben. Da wir eher an das Dezimalsystem gewohnt sind und eine Einfliihrung in das
Sexagesimalsystem an dieser Stelle zu langwierig ware, habe ich die Zahlen in das Dezimalsystem
umgewandelt.
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Sedimente auf den Feldern zurticklasst.

(vgl. Beidas, Ritter, Plowman & Gaudet, 2013, S. 218)

Nach einer Uberflutung musste das Land wieder vermessen und den Bauern richtig zugeteilt
werden. Fir diese Landvermessung und um die rechteckigen Felder richtig abgrenzen zu
kénnen, sind rechte Winkel notwendig. Diese erhielten die Agypter vermutlich dadurch, dass
sie eine Schnur, auf der im gleichen Abstand 12 Knoten geknlipft
waren, so spannten, dass sich auf den drei Seiten 3, 4,
beziehungsweise 5 Strecken zwischen Knoten befanden und sich
das pythagoreische Tripel (3,4,5) und somit ein rechtwinkeliges
Dreieck ergab (Abb. 10).

Wir wissen nicht, ob die Agypter wussten, dass es sich exakt um

einen rechten Winkel handelt, oder ob sie sich einfach auf ihre

Erfahrung verlielRen, dass der entstandene Winkel einem

Abbildung 10: 12 Knoten so angeordnet
Rechten fiir ihre Feldvermessung hinreichend nahe kommt. ergeben ein rechtwinkeliges Dreieck
Ein weiteres Anwendungsgebiet dieser rechten Winkel war der Einsatz beim Bau von
Pyramiden.

(vgl. Taschner, 2009, S. 66f)

3.2 Pythagoras und die Pythagoreer

3.2.1 Biographisches zu Pythagoras

Pythagoras wurde um 369 v. Chr. in der Stadt Samos, die in
der griechischen Kolonie lonien lag, geboren. Deshalb wird
er auch als Pythagoras von Samos bezeichnet. Er war einer
der ersten groBen Mathematiker der Menschheitsgeschichte
und trug viel zur Entwicklung der Mathematik bei.

(vgl. O'Connor & Robertson, MacTutor History of

Mathematics archive, 1999)

Abbildung 11: Biiste des Pythagoras



Da sein Vater Handler war, konnte er sich einige Lehrer leisten, unter denen auch Thales und
Anaximander waren. Thales riet ihm, nach Agypten zu gehen, um mehr von Mathematik und
Astronomie zu lernen, was Pythagoras dann auch tat. In Agypten besuchte er einige Tempel
und hatte viele Diskussionen mit Priestern. Einige der dort gepflegten Verhaltensweisen
Uibernahm er auch in seiner spater gegriindeten Bruderschaft, wie Verschwiegenheit, die
Gewohnheit kein Fleisch zu essen und keine aus Tieren hergestellte Kleidung zu tragen. Als
um 525 v. Chr. der persische Kénig in Agypten einmarschierte, wurde Pythagoras
gefangengenommen und nach Babylon gebracht. Das war aber nicht unbedingt zu seinem
Nachteil, denn die babylonische Mathematik war zu dieser Zeit viel weiter fortgeschritten als
die dgyptische. Moglicherweise machte er in Babylonien sogar mit dem nach ihm benannten
Lehrsatz, dem Satz des Pythagoras, Bekanntschaft. 518 v. Chr. ging Pythagoras nach Italien,
wo er in Kroton eine philosophisch-religiose Bruderschaft mit vielen Anhdangern griindete.
Pythagoras war der Kopf dieses Bundes und die Mitglieder wurden Pythagoreer genannt. Sie
wurden von Pythagoras in Mathematik und Philosophie unterrichtet.

(vgl. O'Connor & Robertson, MacTutor History of Mathematics archive, 1999)

Durch die Verschwiegenheit der Pythagoreer ist es sehr schwer, zwischen der Arbeit des
Pythagoras und der seiner Anhanger zu unterscheiden. Sicher ist jedoch, dass die
Pythagoreer grol3e Fortschritte in der Mathematik machten. Pythagoras untersuchte
Eigenschaften von Zahlen, wie zum Beispiel gerade und ungerade Zahlen, Dreieckszahlen,
Quadratzahlen oder vollkommene Zahlen. Durch seine Beobachtungen in der Musik, die sich
aulRergewodhnlich gut mit Bruchzahlen beschreiben lasst, kam er auf den Gedanken, dass sich

alle Verhaltnisse der Natur als Verhaltnisse von ganzen Zahlen darstellen lassen, was sich

aber aus heutiger Sicht als falsch herausgestellt hat (sieche Beweis: Irrationalitit von v/2).

(vgl. Gronau, Vorlesung zur friihen Geschichte der Mathematik, 2009, S. 21ff)

Viel wichtiger war allerdings, dass die Pythagoreer die Mathematik auf ein sicheres
Fundament stellten. Sie fihrten namlich das Prinzip ein, dass jeder Satz in der Mathematik
bewiesen werden muss. Dies stellte einen eminent wichtigen Meilenstein in der Entwicklung
der Mathematik dar.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 31ff)
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3.2.2 Einfuhrung der Mathematik als Wissenschaft

Obwohl einige Kulturen noch vor Pythagoras den spater nach ihm benannten Satz kannten,
ist es doch gerechtfertigt, dass dieser seinen Namen tragt. Erst die Pythagoreer etablierten
das Konzept des mathematischen Beweises und konnten damit fiir immer und ewig die
Glltigkeit des Satzes von Pythagoras fir alle rechtwinkeligen Dreiecke beweisen.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 43f)

Beim mathematischen Beweis geht man von offensichtlich wahren oder mit Sicherheit
wahren Aussagen, sogenannten Axiomen, aus. Aus diesen Axiomen leitet man dann mithilfe
eines logischen Gedankenganges eine Schlussfolgerung her, die dann universelle Giltigkeit
hat und als Theorem oder Satz bezeichnet werden darf. Dieses Konzept des mathematischen
Beweises gilt nach wie vor, und nur, wenn eine Vermutung in dieser Art und Weise bewiesen
wird, gilt sie in der Mathematik als wahr. So werden tiefe mathematische Wahrheiten
hervorgebracht. AuBerdem fulst die Mathematik mit diesem Konzept auf einem festen
Fundament, auf das sich alle Naturwissenschaften stiitzen konnen.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 44ff)

3.2.3 Weitere Beweise des nach ihm benannten Satzes

Es gibt noch eine grolRe Anzahl weiterer Beweise des Satzes von Pythagoras, aber zwei
besonders schdne und einfache sollten an dieser Stelle
noch erwahnt werden.
1. Beim Ersten gehen wir wieder von einem
beliebigen, rechtwinkeligen Dreieck aus (Abb. 12),
das wir viermal nehmen und so anordnen, dass die
Katheten nach aufRen und die Hypotenusen nach

innen zeigen. Die Berechnung der Flache ergibt:
2 _ 1 2
(a+b) —4*(2ab)+c
a’ + 2ab + b? = 2ab + c?

a®+b*=c* gq.ed®

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 343f)

Die Geogebra Datei ,,weiterer Beweis” diehnt zur besseren Veranschaulichung dieses Beweises.
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a+p=90=A=c?

Abbildung 13: Ausgangsposition fiir den Beweis Abbildung 14: Endposition des Beweises

2. Ein anderer, rein geometrischer Beweis (Abb. 13, 14) geht davon aus, dass die zwei
groRen, in den Abbildungen dargestellten Quadrate den gleichen Flacheninhalt
haben und sich der Flacheninhalt der vier rechtwinkeligen Dreiecke durch
Verschieben nicht verandert. Dann werden die rechtwinkeligen Dreiecke, wie in der
Geogebra-Datei ,Verschiebebeweis” veranschaulicht, so verschoben, dass aus
Abbildung 13 Abbildung 14 wird. Da sich, wie gesagt, der Flacheninhalt des Quadrats
und jener der rechtwinkeligen Dreiecke nicht verandert, muss die Summe der
Quadrate der Katheten das Quadrat der Hypotenuse ergeben, oder anders gesagt:

a’*+b*=c?

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 343f)

3.3 Mathematisch Interessantes zum Satz des Pythagoras

Zur Berechnung von pythagoreischen Tripeln gibt es eine Formel:
vmn €N m>=2,n=1m>nbilden

2 _n?y=2mnundz=m?+n?

XxX=m
ein pythagoreisches Tripel.

(vgl. Hoehn & Huber, 2005, S. 18)

Beweis:

(m? — n?)? + 4m?n? = (m? + n?)?
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m* — 2m?n? + n* + 4m?n? = m* + 2m?n? + n*

m* + 2m?n® + n* = m* + 2m*n® + n*: wahre Aussage q.e.d.

Da es unendlich viele verschiedene Paare von natlrlichen Zahlen gibt, fiir die die obigen

Bedingungen gelten, gibt es auch unendlich viele pythagoreische Tripel.

Unter den zusatzlichen Bedingungen, dass

1.

m und n von unterschiedlicher Paritat sind, das heiRt, dass eine der beiden Zahlen

gerade und eine ungerade ist, und dass

2. ggT(m,n) = 1ist,

erhalt man ein sogenanntes normiertes/primitives pythagoreisches Tripel, fir das

99T (x,y,z) = 1gilt.
(vgl. Ramsauer, 2004, S. 45)

Einige weitere Eigenschaften von pythagoreischen Tripeln sind:

a.

C.

Ist (x,y,z) ein pythagoreisches Tripel, so ist auch (tx,ty,tz) Vt € Nein
pythagoreisches Tripel.

Alle primitiven pythagoreischen Tripel konnen mithilfe dieser Formel erzeugt
werden.

Es existieren unendlich viele primitive pythagoreische Tripel.

(vgl. Ramsauer, 2004, S. 46)

d.

Jede natdirliche Zahl = 3 kommt in mindestens einem pythagoreischen Tripel vor.

Beweis:

Alle natiirlichen Zahlen = 3 sind entweder gerade oder ungerade.
Ist die gesuchte Zahl gerade, so kann man die Parameter m und n so wahlen, dass

2mn jede gewlinschte gerade Zahl > 3 ergeben kann.

Ist die Zahl ungerade, so kann man sie auf jeden Fall durch m? — n? darstellen, denn,
wenn man die Folge erzeugt, bei der man alle Quadratzahlen von den jeweils um 1
kleineren Quadratzahlen subtrahiert:

x> — (x —1)2 = x?> —x? + 2x — 1 = 2x — 1, erhélt man durch 2x — 1 alle



ungeraden Zahlen (Vz € N, 3 x€eN z = 2x + 1, wobei N, die Menge aller

ungeraden natlirlichen Zahlen ist)

An dieser Stelle mdchte ich noch auf mein der VWA beigelegtes Programm ,,Pythagoreische
Tripel” verweisen, das sich mit der Berechnung von pythagoreischen und primitiven

pythagoreischen Tripeln beschaftigt.
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4 Kapitel 3: Fortschritte und das Finden der Lésung

4.1 Zwei Beweisformen und die Irrationalitit von V2

4.1.1 Beweisformen: unendlicher Abstieg und Widerspruch

Die Beweisform des unendlichen Abstiegs wurde von Pierre de Fermat entdeckt und dazu
verwendet, den Fall n=4, wiederum als Anmerkung an den Rand der Arithmetica, zu

beweisen. Dazu nahm er an, es gébe ein Zahlentripel (X;,Y;, Z;), fur das gilt: X} + V¥ = Z1.

Durch Untersuchung der Eigenschaften dieser Zahlen konnte er zeigen, dass, wenn es

(X1, Y1, Z1) gibt, es auch eine Losung mit drei kleineren Zahlen (X,,Y,, Z,) geben misste.
Das wiirde wiederum bedeuten, dass es eine weitere Losung mit den noch kleineren Zahlen
(X3,Y3,Z3) geben musste. Diese Argumentation kann beliebig oft wiederholt werden, ohne
jemals auf eine kleinste Losung zu kommen. Da X, Y und Z jedoch ganze Zahlen sind, muss
es eine kleinste Losung geben und das bedeutet, dass es die urspriingliche Lésung

(X1, Y1, Z1) nicht geben kann.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 108f)

Bei dem Beweis des Falles n=3 wird diese Beweisform ebenfalls

vorkommen, zuerst jedoch wenden wir sie an einem einfachen

Beispiel, dem Beweis, dass V2 keine rationale Zahl ist, an. Wenn

man ein Quadrat mit der Seitenlange 1 konstruiert, so hat nach dem

Satz des Pythagoras die Diagonale eine Lange von v/2. Den
Beweis, dass diese Zahl nicht rational ist, hatte bereits Euklid in
seinem 10. Buch erbracht.

(vgl. Russell, 1919, S. 80)

Hier wird auch noch eine zweite wichtige Art des Beweises verwendet, der Beweis durch
Widerspruch. Dabei wird am Beginn vom genauen Gegenteil dessen, was man eigentlich
beweisen will, ausgegangen und an irgendeinem Punkt des Beweises ergibt sich dann ein

Widerspruch. Dadurch, dass die zu beweisende Theorie nicht falsch sein kann, muss sie
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richtig sein.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 71)

4.1.2 Der Beweis, dass V2 nicht als rationale Zahl dargestellt werden kann

Angenommen, V2 ist eine rationale Zahl, das heilt V2 I3sst sich in der Form

2

V2 = %; m,n € Z* darstellen. Durch Quadrieren beider Seiten erhdlt man 2 = %

beziehungsweise m? = 2n?, was bedeutet, dass m? eine gerade Zahl ist. Deswegen muss
auch m eine gerade Zahl sein, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade. Wenn m
eine gerade Zahlist, 3 p € N m = 2p = m? = 4p?. Deshalb gilt auch 4p* = 2n?,
beziehungsweise nach Dividieren durch 2: 2p? = n?. (vgl. Russell, 1919, S. 80)

Daraus folgt, dass auch g = /2 ist. Da jetzt n? eine gerade Zahl ist, kann man aus denselben
Griiden wie zuvor 4g® = n?%; q € N setzen und erhilt somits = /2. Das wiirde bedeuten,

dass V2 durch eine unendliche Folge von Bruchzahlen dargestellt werden kann, wobei, von
einem Folgenglied zum nachsten, Zahler und Nenner immer um die Halfte kleiner werden.
Das ist aber nicht moglich, denn wenn eine ganze Zahl durch 2 dividiert wird und deren

Halfte wieder durch 2 dividiert wird und so weiter, muss man nach endlich vielen Schritten

zu einer ungeraden Zahl kommen. Alternativ kdnnte man noch argumentieren, dass der

Bruch % bereits vollstandig gekiirzt ist. Das bedeutet, m und n sind nicht beide gerade,

wobei sich bereits durch m? = 2n?, beziehungsweise
n? = 2p? ein Widerspruch ergibt.
(vgl. Russell, 1919, S. 80)

4.2 Leonhard Euler

4.2.1 Biographisches

Ein weiterer groer Mathematiker war Leonhard Euler. Er
wurde 1707 in Basel geboren und durfte, obwohl sein Vater

fir ihn ein Theologiestudium vorgesehen hatte,

Mathematik studieren. Die meiste Zeit seines weiteren

Abbildung 16: Portrait von Leonhard Euler



Lebens verbrachte er an den Kénigshéfen von Berlin und Sankt Petersburg. Er befasste sich
mit den unterschiedlichsten Problemen. Manche davon hatten einen praktischeren
Hintergrund, andere, wie sein Beweis des Falles n=3 des GroRen fermatschen Satzes, oder
die Beweise weiterer Anmerkungen aus Fermats Arithmetica, waren eher theoretischer
Natur. Aus Fermats Beweis des Falles n=4, der ebenfalls in der mit Randnotizen gefiillten
Arithmetica stand, konnte Euler die Beweisform des unendlichen Abstiegs herauslesen und
benutzte diese fiir seinen Beweis des Falles n=3.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 99ff)

An dieser Stelle muss man noch anmerken, dass Euler den Beweis streng genommen nie
vollstandig erbrachte. Um den Fall n=3 komplett zu beweisen, miisste man zwei Arbeiten
von ihm vereinen, was er selbst vermutlich nicht getan hat.

(vgl. Roquette, 1998, S. 6)

4.2.2 Sein ,Beweis” des Falles n=3

Beim Beweis selbst werden zuerst immer einige Eigenschaften der Zahlen hergeleitet und
danach dazu verwendet, die Argumentation fortzusetzen. Zuerst werden allerdings noch die
folgenden Lemmata, die oft vorkommen, bewiesen, um eine bessere Ubersicht zu

gewabhrleisten. Im Laufe des Beweises wird dann konkret auf sie verwiesen.

Lemma 1: Rationalitatsbedingung fir Nmmitm keN

YmeQe JaeN, beN* Wz%mitggT(a,b)zl
Zubeweisen:VYmeQ &3 teN m=tk

Beweis:

Nun kann, dhnlich wie beim Beweis der Irrationalitat von v/2, mit k potenziert werden:

k
a
m=b—k,bzw.ak=m*bk

Beide Seiten durch a und b dividiert, ergibt:

ak—l _ m*bk_1

b a

Hier miissen wir einen Satz verwenden:
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»,Die Reprdsentanten der jeweils unendlich vielen zueinander gleichen Briiche heiRen
meistens Kernbriiche.
Alle zueinander gleichen Briiche sind Erweiterungen desselben Kernbruches.”

(Mbller, 2008, S. 14,36)

k-1

stellt hier aufgrund von ggT(a, b) = 1 schon einen solchen Kernbruch dar

=3 teN takl'=mb*Lith=a

= ta¥ 1 =mb*¥ lund a¥ 1 =tk 1« b1 o ¢« th~1 5 pk—1 = « pK1
>m=t¢ q.e.d.

Das ist eine sowohl notwendige, als auch hinreichende Bedingung fir m.
Fiir die Primfaktoren von m muss deshalb auch gelten, dass jeder in einer k-vielfachen

Anzahl vorkommt. (vgl. Mdller, 2008, S. 35-37)

Lemma 2:Vp,x,yeZ plx;ply =pl(xty)

Beweis:
plx=>3Inek np=x

ply=3ImeZ mp=y
mneZ=mn+tm)elZ

plp(n £ m) = p|(np £ mp) = p|(x £ y) q.e.d.

Lemma3:a*xc=b*xcmodm = a=bmod %, wobei d = ggT(m,c)

Lemma 4: Va * b * c e Zmit ggT(a,b,c) =1 = Va,Vbund YVceZ

Beweis:

Damit Va * b * c € Z ist, muss jeder Primfaktor der Zahl a * b * c in einer

n-vielfachen Anzahl vorkommen (vgl. Lemma 1). Da allerdings ggT (a, b, c) = 1 gilt, haben a,
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b und c keine gemeinsamen Primfaktoren, also missen bereits alle Primfaktoren von a, b
und c in einer n-Vielfachen Anzahl vorkommen. Deshalb sind in diesem Fall auch die n-ten

Wourzeln aus den Zahlen a, b und c ganze Zahlen (Lemma 1).

Satz: X3 + Y3 = Z3 hat keine Losung fur X,Y,Z € Z; X,Y,Z # 0

Um diesen Satz zu beweisen, ist die folgende Idee essentiell: Aus der kleinstmdglichen
Losung (X, Y, Z) dieses Satzes lasst sich durch das Ableiten einiger Eigenschaften dieser
Losung zeigen, dass es eine noch kleinere Losung (1, m, n) geben muss. Das ist nach der Idee
des unendlichen Abstiegs ein eindeutiger Widerspruch und beweist deshalb, dass es die

urspriingliche Losung (X, Y, Z) nicht geben kann.

Beweis: umgeformt erhilt man X3 + Y3 — Z3 = 0, beziehungsweise X3 + Y3 + 73 = 0,

wo Zdas Vorzeichen gewechselt hat

Was spater wichtig fir unseren Beweis ist: Dadurch, dass ggT (X,Y,Z) = 1, wird
automatisch das Zahlentripel X, Y, Z mit minimalem |Z| ausgewahlt, das heiBt, es wird vom

kleinstmoglichen Zahlentripel (X,Y, Z) ausgegangen, das die obige erfiillt.

I.  X,Y und Z sind paarweise teilerfremd, d.h. ggT(X,Y) = 1; g9T(X,Z) = 1;
ggT(V,Z7) =1= ggT(X,Y,Z) = 1

. X3,Y3und Z3 sind paarweise verschieden: keine zwei der drei Zahlen diirfen gleich
sein

lll. Eine der 3 Zahlen (X,Y, Z) muss gerade sein:
Beweise:

. I neN ggTX,Y)=n
X3+v3=-2=>n|Z
Wennn > 1: (X,Y, Z) ist nicht das kleinstmogliche Zahlentripel £= n =1 q.e.d.
Dasselbe Argument kann fir ggT(X,Z) = 1 und ggT(Y,Z) = 1 angewendet werden
. Widerspruchsbeweis: X3 = Y3 = —Z3=X34+VY3=2x%X3,Z=-V2+X,

V2 ¢ N (sieche Lemma 1)= entweder X ¢ ZoderZ ¢ Z #



lll.  Eine gerade Zahl hoch 3 ist gerade und eine ungerade Zahl hoch 3 ist ungerade. Hier
gibt es nur 2 mogliche Szenarien: X3+ Y3+ 723 =0 =2 X3+ Y3 + 73 = 0 mod 2:
a) entweder X, Yund Zsind gerade oder
b) zwei der drei Zahlen sind ungerade und eine ist gerade
Im ersten dieser zwei Fille sind X, Yund Znicht paarweise teilerfremd #: es kann
solange durch 2 gekiirzt werden, bis man den zweiten Fall erhalt = zwei der drei

Zahlen sind ungerade und eine ist gerade q.e.d.

In diesem Beispiel seien X, Y ungerade und Z gerade.

X,Yungerade=X +Ygerade=3 a,beZ 2+xa=X+Y,2xb=X-Y

_X+Y X—Y_Z*a 2%Db

> + > > + > =a+b
Y_X+Y X—Y_Z*a 2*b_ b
T 2 2 2 ¢

Eigenschaften von g, b:

. a+0
. b=+#0
m. ggT(ab)=1

Iv. a und b sind von verschiedener Paritat

Beweise:

. a=0=22a=X+Y=0=2X=-Y=X3=-Y3X34+VY3+2Z3=0
© -Y3+Y3+2723=27%3=0¢ Z=0,wasder Bedingung Z # 0 widersprechen
wiirde#

. b=0=2xb=X-Y =0= X =Y, was der Bedingung der paarweisen

Verschiedenheit von X, Y, Z widerspricht. £
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3 neN” 99T (a,b) =n

X+Y

a= und b =¥:> (Lemma 2):n|XTﬂ

X+Y
2

ZZX = n|X

n|XTiY :>(Lemma2):n|( +¥):>n

XY

X+Y X-Y
2 2

= (Lemma 2):n |(———) =3 n|? =>n|Y

n| >

=>n =gglT(a,b) = ggT(X,Y) = 1= ggT(a,b) =1 g.ed.

fir den Beweis bendtigte Bedingungen: 2a = X +Y,2b = X —Y; X,Y ungerade (da
X3,Y3ungerade)

Beweis durch Fallunterscheidung:

2xa=X+Y;2xb=X-Y

X,Yungerade=> X =1mod?2 =2>X=1v3mod4
Y =1mod?2 =2>Y=1v3mod4

= es gibt 4 mogliche Falle:

1.Fall: X = 1mod 4,Y = 1 mod 4
2xa=X+Y=> 2xa=1+4+1mod4
2%a=2mod4
(Lemma3:) a=1mod?2 = aungerade

2+b=X—-Y> 2xb=1-—1mod4
2+*b=0mod4
(Lemma3:) b=0mod 2 = bgerade

2.Fall: X = 1mod 4,Y = 3mod 4
2xa=X+Y=> 2xa=1+4+3mod4
2+*a=4=0mod4
(Lemma3):a=0mod 2 = agerade
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2xb=X—-Y=> 2+xb=1-3mod4
2xb=-2=2mod4
(Lemma3:) b=1mod 2 = bungerade

3.Fall: X =3mod 4,Y = 1 mod 4
2xa=X+Y> 2+xa=3+1mod4
2xa=4=0mod4
(Lemma3:) a=0mod 2 = agerade

2+b=X—-Y> 2xb=3—1mod4
2+*b=2mod4
(Lemma3:)) b=1mod 2 = bungerade

4.Fall: X =3mod 4,Y = 3mod 4
2xa=X+Y> 2+a=3+3mod4
2xa=6=2mod4
(Lemma3:) a=1mod?2 = aungerade

2+b=X—-Y> 2xb=3—-3mod4
2+*b=0mod4
(Lemma3:) b=0mod 2 = bgerade

In allen 4 moglichen Fallen sind a, bvon verschiedener Paritat = g, bsind von

verschiedener Paritit q.e.d.

Deshalbist: —Z3=X3+7Y3
=(a+b)?*+ (a—b)3
= a3+ 3a?b + 3ab? + b3 + a® — 3a®b + 3ab? — b3
= 2a3 + 6ab?

—~7% = 2a(a? + 3b?)



Eigenschaften von a,b:

I.  a? + 3b?%ist ungerade und Z ist gerade: 8|Z3 = 8|(2a(a? + 3b?)) = 8|2a
Il. aistgerade
lll. b istungerade
IV. ggT(2a,a?+3b%*)=1v3
Beweise:

I.  durch Fallunterscheidung:

flr Beweis bendtigte Bedingungen: a, b von verschiedener Paritat

Beweis:

3 2 mogliche Falle:

1.Fall: a: gerade: a = 0 mod 2 = a* = 0 mod 2

b: ungerade: b = 1 mod 2 = 3b?> =3 = 1mod 2

a’?+3b2=0+1mod?2

a’? + 3b*> =1mod 2 = a® + 3b?ist ungerade

2.Fall: a:ungerade:a = 1 mod 2 = a? = 1 mod 2

b: gerade: b = 0 mod 2 = 3b3 = 0 mod 2

a’?+3b>=1+0mod?2

a®+ 3b% = 1 mod 2 = a® + 3b?ist ungerade

a% + 3b?ist in allen beiden méglichen Fillen ungerade

= a® + 3b*ungerade q.e.d.

Il.  a®+ 3b?ist ungerade, Z ist gerade: 8|Z3 = 8|(2a(a’? + 3b?)) = 8|2a
= a gerade g.e.d.

lll. agerade und a, b von verschiedener Paritdit= b ungerade q.e.d.
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IV.  Bedingungen: a® + 3b* ungerade, ggT(a,b) = 1
Beweis:
3 neN" ggT(2a,a?+3b?) =n

2t (@ +3b)=>n+2
n|2a,n # 2 = nla = n|a?

n|(a? + 3b?),n|a? = n|3b%
n|3b* = 3 2 Méglichkeiten: n|3 v n|b*

an3=>n=1v3

b.n|b?=>nlb=>n=1 dan|a,n|bund ggT(a,b) =1

>n=1v3 g.e.d.

In weiterer Folge wird zwischen diesen beiden Fillen unterschieden und dadurch, dass in
beiden Fillen gezeigt wird, dass die Losung (X,Y,Z) eine kleinere Lésung (I,m,n) beinhaltet,

wird der fermatsche Satz fiir den Fall n=3 bewiesen.

1.Fall: ggT(2a,a? + 3b%) =1

Z3 = 2a(a® + 3b?) mit ggT (2a,a® + 3b%) = 1 =(Lemma 4): 2a und a® + 3b? kénnen als

dritte Potenzen dargestellt werden (r, s € 7Z):

2a =13

a’+3b* =53
Eigenschaften von a und s:

. 3ta
Il. sistungerade

m. 3its
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Beweise:

I.  durch Widerspruch:
3la = 3|a?; 3|3b? und 3|a® = 3|(a® + 3b?)
3la = 3|2a
3|(a? + 3b2),3|2a = ggT(2a, a® + 3b2) = 37
ll.  a®+ 3b?ist ungerade
.  3ta33b> 234+ (@ +3b*)=>3ts3=>31ts q.ed.

Nun nehmen wir eine Tatsache an, deren Richtigkeit prinzipiell bewiesen ist (siehe
(Ramsauer, 2004, S. 54ff)). Dieser Beweis ist jedoch sehr kompliziert und er wiirde den

Rahmen dieser Arbeit sprengen:

Lemma 5: Sei s ungerade mit s* = a® + 3b* und ggT(a,b) = 1

Dann gibt es u, v € Z mit:

s = u? + 3v?
a=u(u?®-9v?)

3v(u? —v?)

S
I

Dadurch neu erhaltene Eigenschaften:

. Lemmaé6: ggT(u,v) =1

Il. u,vsind von verschiedener Paritat
a) u? —9v? ist ungerade
b) w ist gerade

c) vistungerade

m. u+#0
V. v+#0
V. 3tu

V. ggT(w,u+3v,u—3v)=1
VII. u + 3vungerade



Beweise:

.
V.
V.

Bedingungen: a = u(u? — 9v?); b = 3v(u? — v?)

Beweis: 3 p, € N* ggT(u,v) = p,
uZ 7.72
Pelwplv == € L~ € Z

X px

u? v? u? — 9p?
a=u(w?—-9v?) =u <——9—> = *u(—)
(px Px Px Px Px

u?  v? u? — v?
b =3v(u?—-v?) =3v (———) = *3v< )
P \bx Pa Px Px

u? — 9p? u? — p?
99T (a,b) = ggT | px * u|———],px * 3V = Py

Px Px
99T (a,b) =1=>p, <1=p,=1,daV ab€eZ ggT(ab) =1
= ggT(u,v) =1 q.e.d.
Bedingungen: b ist ungerade, ggT (u,v) = 1,b = 3v(u? — v?)
Beweis:
u, v sind nicht beide ungerade: b = 3v(u? — v?), u?> — v? wire gerade
=>b gerade/
u, v sind aber auch nicht beide gerade, da ggT(u,v) = 1
= u, v sind von verschiedener Paritit q.e.d.
a) u, v von verschiedener Paritit= u? 9v? von verschiedener Paritét
= u? — 9v?istungerade q.e.d.
b) aist gerade, a = u(u? — 9v?), (u? — 9v?) ist ungerade
= uistgerade q.e.d.
c) u,vvon verschiedener Paritdt= v ist ungerade g.e.d.
a=uw?® -9, a#0=>u=+0 q.e.d.
0 ist gerade, v ist ungerade = v # 0 q.e.d.

3ta=3tu g.e.d.
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VI.  fur den Beweis bendétigte Bedingungen: ggT (u, v) = 1, u ist gerade, v ist ungerade,

3tu

Beweis:
IneN ggT(w,ut3v)=n
nluun|ut3v=>n| +3v

wennn > 1:ntv(daggT(u,v) =1,nlu) >n|3=>n<3

n+3 dan|uund3+t u
n#2 dan| + 3v und vist ungerade

>n=1=2ggT(w,ut3v)=1

I meN ggT(u+3v,u—3v)=m

(Lemma 2): m|(u +3v+(u-— 317)) = m|2u,m|6v

u gerade, v ungerade: u + 3v ungerade, m|u + 3v > m # 2
(mlu,3tu) >m+3

= m|u, m|v

9g9gT(w,v) =1=>m=1= ggT(u+3v,u—3v)=1

9g9T(u,u+t3v) =1,g9T(u+3v,u—3v) =1
= g9gT(w,u+3v,u—-3v) =1 g.e.d.

VIl. ugerade, v ungerade= u + 3v ungerade q.e.d.

r3 =2a = 2u(u?® — 9v?) = 2u(u + 3v)(u — 3v)
u + 3vungerade= 2 tu+3v=ggTRu,u+3v,u—3v) =1
(vgl.:ggT(w,u+3v,u—3v) =1)



= (Lemma 4): 3 n,l,m e Z, fiir die gilt:

2u = —n?
u—-3v=1_3

u+3v=md

Eigenschaften von n,m, [

. nml=+0
Il. n,m,lpaarweise teilerfremd

m. B4+m3+n2=0

Beweise:
I.  Bedingungen:3 tu
Beweis durch Widerspruch:
n=0=3n=32u=3uf

m=0,1=0= 3[m3|l = 3|(u+ 3v);3]3v = 3[u¥

. u=3vungerade= ggT Ru,u+3v,u—3v) =1= ggT(l,mn) =1 g.e.d.

m LB+mP+nP=u—-3v+u+3v—-2u=0

In diesem Fall ist n gerade.

Dies ist genau dieselbe Ausgangslage wie zu Beginn des Beweises. Nun bleibt im Sinne der

Methode des unendlichen Abstiegs noch zu zeigen, dass |n| < |Z]

Z3 =2ax* (a? + 3b%) > |Z]® = |2a(a? + 3b?)|
Ya,b € Z* a®+ 3b*€N: = |2a|(a? + 3b?)
2a = 2u(u?® — 9v?): = |2u(u? — 9v?)|(a® + 3b?)

2u = —n?: =|—n3w? - 9v?)|(a? + 3b?)

40



41

zu beweisen: |Z|®> = |-n3(u? — 9v?)|(a? + 3b?) > 3n3

benétigte Bedingungen: a, b # 0; u,v # 0,u gerade, v ungerade; a, b, u, v € Z
Beweis:

Vab€eZ a*+3b*>>3

u? —9v? # 0:

u? — 9v? = 0 > u? = 9v?, aber u ist gerade und v ist ungerade/ >u?—-9v2 #0

= u? — e 7"

1Z3| = |-n3u? — 9v?)|(a® + 3b?)
> |-n3(u? — 9v?)| x 3
> |[+n3| * 3
= 3|n3|

= |Z|3 > 3|n3| > |n3|

= |Z|® > |n|® = |Z| > |n|: Dies ist aber ein Widerspruch zur zu Beginn geforderten
Minimalitdt von |Z]. Im Sinne des unendlichen Abstiegs wurde der erste Fall bewiesen, da

das Zahlentripel (I, m,n) kleiner ist als das Tripel (X, Y, Z).

2.Fall: ggT(2a,a? + 3b%) = 3 = 3|2a =>3|a
3 ceEZ a=3c
Eigenschaftenvon b, c:

. 3tb
Il. cistgerade
.  3c? + b%ist ungerade
IV.  3+b%*+3c?
V. ggT(c,b)=1
V. ¢c+#0
VIl. ggT(18¢,3c®> +b?) =1



Beweise:

VII.

3|a, a, b sind teilerfremd = 3 t b q.e.d.

a ist gerade

c ist gerade, b ist ungerade = 3c? + b%ist ungerade  q.e.d.
3tb=31+b%3|3c2=>34b%*+3c* q.ed.

99T(a,b) =1,a=3¢,3+b

a +0

benétigte Bedingungen: ggT (¢, b) = 1, c gerade, b ungerade, 3c? + b%ungerade,
3} b? + 3c?
Beweis:

3 xeN*  ggT(18¢,b*>+ 3c?) =x

b? + 3c?ungerade = x # 2

3tb2+3c2=>x+3

Die Primfaktorzerlegungvon 18: 18 = 2 * 3 * 3 = x # 18, da jeder Primfaktor von
einem ggT zweier Zahlen die beiden Zahlen teilen muss

= ggT(18c, b? + 3c?) = ggT(c, b? + 3¢?)

ggT(c,b) =1 = VT, € Menge aller Teilervonc T, tb=>VT, T,.1}b?
VT, T.|3c% VT, T.tb>?=>VT, T.}+b?+3c?
= ggT(18¢,3c>* +b?*) =1  q.e.d.

-2 =X*+Y?

= (a+b)*+ (a—b)3

= (Bc+b)*+ (3c — b)?

= 27¢3 4 27¢?b 4+ 9cb? + b3 + 27¢3 — 27¢%b + 9cb? — b3
= 54¢3 + 18ch?

= 18¢(3c? + b?)
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—73 =18c¢(3c? + b?), ggT(18¢,3c? + b?) = 1 =(Lemma 4): 18c und 3¢* + b? kdnnen

als dritte Potenzen r,s € Z dargestellt werden mit:

18c =13

3c? +bh%? =53

Eigenschaftenvonss, r:

l. s ungerade

I 3|r

Beweise:

l.  3c? + b?ungerade
. 3]|18c = 3|r* = 3|r q.e.d.

Nach Lemma 5 gibt es (wenn s ungerade ist unter den Bedingungen s® = b? + 3¢? und

99T (c,b) =1) u,veZmit:

s = u? + 3v?
b = u(u?® —9v?)

c = 3v(u? —v?)

Eigenschaften von u,v:

I.  uistungerade
Il. wvistgerade
m. wv+0
Iv. ggT(uv)=1

V. ggTQv,u+v,u—v)=1
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Beweise:

I.  bistungerade
II.  bistungerade, u ist ungerade= v ist gerade g.e.d.
.  c#0
IV. Lemmaé6mita= b=u(u?®—-9v2), b=c=3vw?—v*)und ggT(b,c) =1

V.  bendtigte Bedingungen: ggT (u,v) = 1,u ungerade, v gerade

Beweis:

Jd neN” 99T Ru,utv)=n

= n|2v,njlu+v

n # 2,dau * v ungerade ist

nlu,nlutv = (Lemmal):n|(u— (u—7v)) = n|v

nlu,n|v;aber ggT(w,v) =1=>n=1=ggTQRv,utv) =1

ImeN  ggT(u+v,u—v)=m

=> ml|u+ v,mlu—v = (Lemma 1): m|(u +v+ (u- v)),m|(u +v—(u-— v))
= m|2u, m|2v

m # 2:u £ vist ungerade

= m|u,m|v,aber ggT(u,v) =1=>m=1=ggT(u+v,u—v) =1

g9TRv,utv)=1,g9g9T(u+v,u—v) =1
= gg9gTRv,u+v,u—v)=1 q.ed.

r3 =18c = 18 * 3v(u? — v?) = 54v(u + v)(u — v)
3

=3 (g) =2v(u+v)(u—v)

= (Lemma 3): 2v,u + v, u — v sind dritte Potenzen:



Eigenschaften:

. B+mP4+n®=0

Il. nistgerade
Il. n+0
. Im+0
Beweise:

L B+m*+n®=-Qv)+u+v—-—(u—-v)=0
. 2n®=>2n q.e.d.
. v+0
V. u, v von verschiedener Paritdt= u + v ungerade und 0 ist gerade

=>Ilm=+0 g.e.d.

Dies ist wiederum genau dieselbe Ausgangslage wie am Ende von Fall 1. Nun bleibt noch zu

zeigen, dass |n| < |Z|:

|Z]3 = 18 * |c| * (3c? + b?)

= 54|v(u? — v?)|(3c2 + b?) (c =3v(@W? —v?))

= 27|-n3||u?® — v?|(3c? + b?) (—n® = 2v)

> 81| — n®||u? — v?| Vb, ceZ 3c2+b%>3

> 81|n3||u? — v?| (u, v von verschiedener Paritat = u?, v2 von

verschiedener Paritat = u? # v? = u? — v? % 0)

> 81|n|?

=123 >81Inl3 > In|*= |Z|3 > In|® = |Z]| > |n|

Dies ist wiederum ein Widerspruch zur zu Beginn geforderten Minimalitdt von |Z| = im
zweiten Fall wurde wie im ersten mithilfe des unendlichen Abstiegs ein Widerspruch
hervorgerufen.

Fir die zwei moglichen Falle wurde nun ein Widerspruch gefunden.

= der GroRRe fermatsche Satz ist fiir den Fall n=3 wahr:

AX Y ZeN* X34+v3=28

gesamter Beweis: (vgl. Ramsauer, 2004, S. 52ff)
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4.3 Fortschritte nach Euler

~Fermat (1601-1665) 1637 Problemstellung; Beweis fiir n=4 und spdter andeutungsweise
fiir n=3

Euler (1701-1783) n=3: Beweis unvollstindig

Gaufd (1777-1850) n=3: vollstindiger Beweis

Dirichlet (1805-1859) n=5: 1825 in der Akademie Paris. Dirichlets Beweis war zundichst
unvollsténdig; nach Kritik durch Legendre gab er einen Ansatz zur Vervollstindigung;
dieser wurde 1828 in Crelles Journal ausfiihrlich publiziert

Dirichlet n=14: 1832 in Crelles Journal

Lamé (1795-1870) n=7: 1839 in Liouvilles Journal

Lamé n beliebig: 1841 in Liouvilles Journal (Beweis erschien unvollstindig, Kritik durch
Liouville)

Kummer (1810-1893) 1844 in der Festschrift fiir das Kénigsberger Universitdtsjubiléium: Die
Liicke im Beweis bei Lamé kann nicht geschlossen werden! Der Beweisversuch von
Lamé ist also endgliltig als falsch zu bewerten.

Kummers monumentales Theorem: 1850 in Crelles Journal: Beweis fiir alle
Primzahlexponenten n=p, bei denen p eine sogenannte ,regulére” Primzahl ist.“

(Roquette, 1998, S. 6)

Nachdem Kummer den GroBen fermatschen Satz fiir alle reguldren Primzahlen bewiesen
hatte, waren schon viele Exponenten erledigt, bis 100 waren zum Beispiel nur mehr n=37, 59
und 67 unbewiesen. Aullerdem zeigte Kummer noch, dass alle Falle, bei denen der Exponent
eine irreguldre Primzahl ist, einer nach dem anderen mit groBem Rechenaufwand bewiesen
werden konnen. Hier kamen die im 20. Jahrhundert von Alan Turing entwickelten Computer
ins Spiel. Sie konnten die bendtigten Rechnungen in hinreichend kurzer Zeit durchfiihren und
halfen somit, weitere Féalle zu beweisen.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 191)

Doch nie, auch nicht in Milliarden von Jahren, kdnnten Computer den GrofRen fermatschen
Satz in seiner ganzen Tragweite beweisen, denn, und das ist auch die Schwierigkeit beim

Finden des Beweises fir Fermats letzten Satz, es gibt unendlich viele Werte fiir a, b und c.
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Zusatzlich gibt es dann noch unendlich viele Werte fir den Exponenten n, flir den es den
Beweis zu fiihren gilt, da es unendlich viele irregulare Primzahlen gibt. Auch, wenn gegen
Ende des 20. Jahrhunderts bereits bewiesen war, dass der GrofSe fermatsche Satz fir alle
Werte < 4 000 000 zutraf, konnte ein Computer beliebig lange rechnen und hatte trotzdem
den GrolRen fermatschen Satz noch immer nicht fiir alle Zahlen bewiesen. Mit reiner
Rechenleistung konnte das Problem des GrolRen fermatschen Satzes nicht gelést werden.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 191f)

4.4 Der GroRe fermatsche Satz in Verbindung mit der Taniyama-

Shimura Vermutung

1984, auf einem Symposium in Deutschland, stellte Gerhard Frey eine interessante
Entdeckung vor, die er in Verbindung mit dem GroRen fermatschen Satz gemacht hatte.
Wenn dieser falsch ware, es also doch eine Losung fiir die Gleichung

X"+ Y"=Z"(X,Y,Z,neN;n>2;x,y,z + 0) gdbe, ware die sogenannte Taniyama-
Shimura-Vermutung, eine unbewiesene Vermutung, auf die zwei japanische Mathematiker
in den 60er Jahren kamen, ebenfalls falsch. Sollte allerdings die Taniyama-Shimura-
Vermutung richtig sein, ware automatisch auch Fermats letzter Satz richtig. Diese Tatsache
konnte Gerhard Frey allerdings nicht selbst beweisen, sondern der amerikanische
Mathematiker Ken Ribet erbrachte diesen Beweis zwei Jahre spater. Von diesem Zeitpunkt
an waren die Taniyama-Shimura-Vermutung und der
Grol3e fermatsche Satz untrennbar miteinander
verbunden.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 228ff)

4.5 Die L6ésung durch Andrew Wiles

Andrew Wiles war in den 1980 und 90er Jahren
Mathematikstudent beziehungsweise

Mathematikprofessor an den Universitdaten von Cambridge

und Princeton. Wahrend er bei einem Freund zu Besuch

war, horte er von Ken Ribets Beweis. Von diesem Moment
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an wusste er, dass er die Taniyama-Shimura-Vermutung beweisen musste, denn er hatte
schon von Kindheitstagen an davon getraumt, Fermats letzten Satz beweisen zu kénnen.
Wiles vernachlassigte alle Forschungen, an denen er gerade arbeitete und konzentrierte sich
nur mehr auf diesen einen Beweis. Damit dies nicht allzu sehr auffiel, hielt er noch eine
Minimalanzahl von Vorlesungen an der Universitat ab und publizierte hie und da einmal
Werke, die er zuvor als nicht veroffentlichungswiirdig gehalten hatte. Ansonsten aber zog er
sich ganz und gar in sein Haus zuriick und arbeitete in seiner Dachkammer an dem Beweis.

(vgl. Singh, Fermat's last Theorem, 1996, S. 7f (Transkript))

Zuerst las sich Wiles in alle mathematischen Arbeiten ein, die sich rund um das Thema der
Taniyama-Shimura-Vermutung drehten. Danach begann er mit seinem mathematischen
Schaffensprozess, bei dem er an manchen Tagen mehr, an anderen weniger erfolgreich war.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 239f)

Manchmal jedoch steckte er bei seinem Argumentationsgang in einer Sackgasse und kam
einfach nicht weiter. Wiles selbst beschreibt seine Erfahrungen, Mathematik zu betreiben
ware so, als wirde man ein komplett dunkles Zimmer betreten. Nach einiger Zeit wiisste
man ungefahr, wo die Mobel stiinden und dann, wenn man den Lichtschalter finden wiirde,
ware plotzlich alles hell und man wiirde sehen, womit man sich in der letzten Zeit
herumgeschlagen hatte. Die Zeit, bis zu der er diesen methaphorischen Lichtschalter
gefunden hatte, variierte von einigen Tagen bis zu einem halben Jahr oder mehr.

(vgl. Singh, Fermat's last Theorem, 1996, S. 1 (Transkript))

So arbeitete Wiles ununterbrochen, bis er im Mai 1993 einen unglaublich langen, aber
fertigen Beweis vor sich liegen hatte. Einmal wahrend seines mathematischen
Schaffensprozesses hielt er sogar eine Vorlesungsreihe tiber einen Teil seines Beweises, da
er ihn mit seinem Kollegen Nick Katz, der Spezialist auf diesem Teilgebiet war, durchgehen
wollte. Trotzdem kamen seine anderen Kollegen nie dahinter, welch groRartigem Beweis er
sich widmete. Weil im Juni 1993 in seiner Heimatuniversitat Cambridge eine Konferenz liber
Zahlentheorie stattfand, wollte Wiles seinen Beweis dort prasentieren. Unter dem Beisein
einiger Fachmanner auf den diversen Gebieten der Zahlentheorie stellte Andrew Wiles
seinen Beweis vor und war auf einen Schlag einer der gréBten Mathematiker seiner Zeit.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 273ff)
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Nun ging es daran, den 200 Seiten langen Beweis genauestens zu Gberprifen und dazu
wurden 6 Gutachter beauftragt, jeweils einen Teil davon zu libernehmen. Einer davon war
Nick Katz und er war es auch, der am Ende des Sommers 1993 einen fundamentalen Fehler
im Beweis fand, den er und Wiles in ihrer Vorlesungsreihe komplett (ibersehen hatten.
Weil Andrew Wiles selbst nach Monaten der Korrekturversuche nicht weiter wusste, zog er
einen seiner friheren Studenten, Richard Taylor, zu Rate. Im September 1994, sie hatten
schon fast aufgegeben, gelang Wiles dann doch noch der Durchbruch. Er konnte seinen
Beweis vervollstandigen und dieser neue Beweis war letztendlich hieb- und stichfest.

(vgl. Singh, Fermat's last Theorem, 1996, S. 11ff (Transkript))

Aufgrund seines Beweises erhielt Andrew Wiles 1997 den Wolfskehl Preis. Paul Wolfskehl
war ein deutscher Industriller, der sich fir den GroRen Satz von Fermat interessierte.
Deshalb hatte er auf dessen Losung einen Preis in der Hohe von damals 100 000 Goldmark
ausgesetzt, was heute ungefahr 1,5 Millionen Euro entsprechen wiirde. Aufgrund der
Inflation war der Wolfskehl Preis, als ihn Andrew Wiles 1997 erhielt, jedoch nur mehr 40 000
Deutsche Mark wert.

(Roquette, 1998, S. 11,16)
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5 Fazit

Zusammenfassend ist zu sagen, dass Pierre de Fermat seine beriihmte Vermutung um das
Jahr 1637 - ganz genau ist es nicht bekannt - formulierte und diese dann nach seinem Tod
mit einer Vielzahl anderer Postulate von seinem Sohn in einer neuen Ausgabe der
Arithmetica veroffentlicht wurde. Wichtig ist zu wissen, dass Fermats Vermutung einfach
eine Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras fiir hdhere Exponenten ist.

Beim Satz des Pythagoras ist die Tatsache, dass das pythagoreische Tripel (3,4,5) ein
rechtwinkeliges Dreieck bildet, was wohl schon recht friih in der Geschichte der Menschheit
bekannt war, sehr interessant. Viele antike Kulturen verwendeten den Satz des Pythagoras
fir diverse Arten von Rechenbeispielen, und einige konnten ihn sogar beweisen. Dies waren
jedoch erst Kulturen in der Spatantike, die die Idee des mathematischen Beweises von
Pythagoras Gbernommen hatten. Pythagoras selbst war vermutlich der erste, der den nach
ihm benannten Satz fir allgemeine rechtwinkelige Dreiecke bewies und ist somit durchaus

zu Recht der Namensgeber des Satzes.

Es gibt eine unendliche Anzahl von pythagoreischen Tripeln, ganzzahlige Losungen fir den
Satz des Pythagoras, wohingegen es kein einziges Fermat Tripel, das heilst Lésungen fiir den
GrolRRen fermatschen Satz, gibt. Dies konnte allerdings erst 1994, (iber 350 Jahre, nachdem
Fermat seine Vermutung dulierte, durch Andrew Wiles bewiesen werden. Bis dorthin war es
allerdings ein langer Weg, der mit dem (quasi) Beweis von Leonhard Euler fir den Fall n=3
und dem Beweis fiir n=4 von Fermat selbst begann. Was folgte, waren Jahrhunderte lang
einzelne Beweisversuche, bis Ernst Kummer, ein deutscher Mathematiker, erstmals einen
allgemeineren Beweis formulieren konnte, der eine Vielzahl von Zahlen ausschloss. Ende des
20. Jahrhunderts wurde dann der GrolRe fermatsche Satz mit der Taniyama-Shimura-
Vermutung verknlipft. Dadurch, dass Andrew Wiles diese beweisen konnte, bewies er auch

den GroRen fermatschen Satz.

Im Laufe meiner Recherchen bin ich auf die Vielseitigkeit des Satzes von Fermat und seiner
Entstehungsgeschichte gestofRen. Selbst mir, bin ich doch ein Anfanger in

zahlentheoretischen Untersuchungen, ware es ein Leichtes gewesen, eine Arbeit in
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vielfacher Lange von dieser hier zu schreiben, da es sehr, sehr viel Literatur zu diesem Thema

gibt und noch einige weitere Aspekten erwahnenswert waren.

Wer noch mehr iber den GroRen fermatschen Satz oder den Satz des Pythagoras erfahren
mochte, dem lege ich das Buch ,Fermats letzter Satz” von Simon Singh, den Film ,,Fermat’s
last Theorem“ oder den Vortrag , Die Formel des Pythagoras” von Rudolf Taschner ans
Herzen, da diese die Geschichte des letzten Satzes von Fermat in einer einmaligen Art und

Weise wiedergeben.
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Glossar

Satz: Ein mathematischer Satz ist eine bewiesene mathematische Aussage, die immer und
Uberall giiltig ist.
(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 44ff)

Beweis: Beim mathematischen Beweis wird mithilfe von logischen Schlussfolgerungen aus
bereits bewiesenen Satzen oder den Axiomen der Mathematik selbst eine Aussage bestatigt,
die, wenn sie einmal bewiesen wurde, uneingeschrankte Gultigkeit hat.

(vgl. Singh, Fermats letzter Satz, 2000, S. 44ff)

Lemma: Ein Lemma ist ,,ein Ergebnis, das als Hilfsmittel fiir einen Satz (...) benétigt wird,
jedoch weniger von eigenstandigem Interesse ist. Oft ist die Aussage eines Lemmas recht
technischer Natur.”

(Bauer, 2009, S. 7)

Paritat: ,Zwei ganze Zahlen haben die gleiche Paritat, wenn entweder beide gerade oder
beide ungerade sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Differenz durch 2 teilbar ist.”

(Hoehn & Huber, 2005, S. 165)

Teilerfremdheit: Sind 2 Zahlen aund b teilerfremd, so gilt ggT(a,b) = 1

Verschiedenheit: Sind 2 Zahlen aund b verschieden, so gilta # b

Teiler: Die Zahl t € Z ist Teiler einerZahlzeZ & 3 neZ nt=z
£ ... Es ist ein Widerspruch in der Argumentation aufgetreten.

paarweise Teilerfremdheit: Wenn mehrere Zahlen paarweise teilerfremd sind, so ist der

groflte gemeinsame Teiler aller Paare, die man aus ihnen bilden kann gleich 1.

g.e.d.: qoud erat demonstrandum, Gbersetzt: ,Was zu zeigen war”, wird in der Mathematik
verwendet, um einen Beweis zu beschliefen und anzudeuten, dass eine korrekte

mathematische Aussage vorliegt.
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