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1 Einfiihrung

Seit dem Altertum wird radumliche Ortung und die dadurch ermdglichte Navigation in der Seefahrt
praktiziert. Damals stltzte sich die Ortung auf Sternenkonstellationen. Spater kamen nichtopti-
sche Methoden auf. Die Schiffe wurden mithilfe von fest installierten Sendern gelotst, die sich an
der Kiste befanden und im elektromagnetischen Bereich sendeten. Heute ist die satellitenge-
stltzte Navigation und Ortung verbreitet, welche von der regionalen Infrastruktur unabhangig ist.
Auch der Anwendungsbereich hat sich drastisch vergrdBert. Die satellitengestiitzte Ortung findet
nicht mehr nur nautische Anwendung, sondern auch in der Luftfahrt, bei Navigationssystemen
in Autos, im Vermessungswesen und im Outdoorbereich[3]. In der Smartphone-Ara kann jeder
seine Position ohne groBen persénlichen Aufwand bestimmen.

Méglich wird dies, abgesehen von den Entwicklungen bei den Empféangern, vor allem durch
das amerikanische Satellitensystem GPS und das sowjetische GLONASS. Obwohl beide etwa
zeitgleich seit den 1970er Jahren entwickelt wurden, hat sich das GPS, offiziell NAVSTAR-GPS
(Navigation Satellite Timing and Ranging-Global Positioning System) global und vor allem fiir zivi-
le Zwecke durchgesetzt. Als eigensténdiges und erganzendes System wird voraussichtlich Ende
2014 das europaische System GALILEO die Positionsgenauigkeit entscheidend verbessern, was
wiederum den Anwendungsbereich vergréBern wird[5].

Das Grundprinzip ist bei allen r&umlichen Ortungssystemen gleich. Es gibt jeweils das Raum-,
Boden-, und Nutzersegment. Das Bodensegment sorgt daflir, dass die Satelliten die richtigen
Informationen senden. Das Bodensegment oder auch Kontrollsegment besteht aus einer Haupt-
kontrollstation, drei Monitorstationen, die die Satellitenbahnen Gberprifen, und drei Bodensende-
stationen, die den Satelliten die entsprechenden Informationen Ubermitteln. Das Raumsegment
beim GPS besteht aus derzeit 31 Satelliten, die die Sichtbarkeit von mindestens vier Satelliten
global zu einer hohen Wahrscheinlichkeit gewéhrleisten. Die Satelliten senden sich auBBerdem
gegenseitig ihre Bahndaten, um ihre Position zu bestimmen.

Der Unterschied beim Nutzersegment ist, dass es lediglich empféngt. Im Folgenden werden
wir vor allem das Nutzersegment mathematisch naher beleuchten. AuBerdem werden wir etwas
Uber die Bezugssysteme zu Raum- und Zeit erfahren und schlieBlich eine exemplarische Rech-
nung durchfihren.

Die Arbeit basiert vorwiegend auf den Biichern von Mansfeld[5] und Kaplan[4], sowie dem
Artikel von Bancroft[1]. Die Matrizen- und Vektorenrechnung orientiert sich am Schulbuche Ma-
thematik ([2]Kapitel 8 und 9). Fir die Rechnung ist das Programm octave relevant. Die Graphiken
sind mithilfe von GEOGEBRA und tikz entstanden.

2 Positionsbestimmung anhand von Entfernungen

Eine Entfernungsbestimmung hat jeder schon einmal durchgefiihrt. Bei einem Gewitter messen
wir die Zeit zwischen Blitz und Donner, wobei 3 Sekunden flr je einen Kilometer stehen. Wir
multiplizieren die Laufzeit des Signals mit der Laufgeschwindigkeit (Schallgeschwindigkeit=ca. %
Kilometer pro s) und erhalten so die Entfernung. Entsprechend kénnte beim GPS im einfachsten

Fall der Zeitunterschied (t; — t;) zwischen Empfanger- und Senderuhr gemessen und mit der



Lichtgeschwindigkeit v multipliziert werden.

(t1 — tp) * v = r;¥ = Entfernung

AuBerdem sendet der Satellit seine eigene Position. In der Ebene betrachtet erhélt man also
folgendes Bild:
Nach dem Satz des Pythagoras ist die Entfernung zweier Punkte zum Quadrat (A = (x1,1);

B = (x2,y2)) die Addition der Differenzen der einzelnen Koordinaten zum Quadrat, also

(x1 —x2)* + (1 —y2)* = V(b — 2)?

Mit einem weiteren Punkt erhalten wir ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten (x; und

Y1), sodass wir null bis zwei Lésungen in Form von Schnittpunkten zweier Kreise bekommen.

3 Positionsbestimmung anhand von Entfernungsdifferenzen

3.1 Verfahren in der Ebene

Die GPS-Satelliten haben eine mittlere Bahnhdéhe von ca. 26600 km Uber dem Erdmittelpunkt
bzw. ca. 20200 km Uber der Erdoberflache[4]. Bei einem Satelliten, der sich direkt tGber uns
befande, betriige der Zeitunterschied also %{% =~ 0,067s. Da die Empfangeruhr norma-
lerweise bei weitem nicht genau genug ist, handelt es sich tatséchlich um eine Positionsbestim-
mung anhand von Entfernungsdifferenzen. Daflr ist eine weitere Information nétig, da wir ¢ wie
eine weitere Unbekannte behandeln.

Wir erhalten also drei Hyperbeln mit keinem, einem oder zwei Schnittpunkten. Aufgrund der
besonderen Geometrie (die Satelliten sind mehr oder weniger kreisférmig auf demselben Radius
um die Erde, die hier als Kreisflache dargestellt ist, angeordnet) ergibt sich immer der dritte Fall,

wobei ein Schnittpunkt von vornherein ausgeschlossen werden kann.




In anderen Worten haben wir ein Gleichungssystem wie oben, nur mit einer weiteren Unbe-

kannten t und einem weiteren Punkt.

(x—a)*+ (y—a2)® = A(t—a3)?
(x=b1)?+(y—b2)* = A(t—bs)?
(x—ca)+y—c)? = (t-c)
X a
Wir schreiben X = | y |, 4@ = | ap | und genauso fiir b und . ¥ sind die gesuchten Positions-
t as

werte, wahrend 4, b und ¢ die empfangenen Werte der Satelliten sind. Wir setzen

x-—d)TG(x—ad)=0, ((X-bTG(EF-b) =0, (F—0)"G(E-7) =0.
Da G eine Diagonalmatrix ist, ergibt sich nach Ausmultiplizieren nach den binomischen Formeln

TG —2d"Gx+d'Ga = 0
TGz —2b"Gx+bTGh = 0

Gy —2¢'Gx+¢c'Ge = 0

Man kann sich zunutze machen, dass der quadratische Teil ¥T G¥ bei jeder Gleichung gleich ist.
Wir substituieren p = ¥ GX.
Wir subtrahieren je zwei Gleichungen, “opfern” also eine Gleichung, erhalten daflr aber ein

lineares Gleichungssystem, mit dem wir umgehen kdnnen,

wobei 1 (7T Gd — bTGb) unabhangig von ¥ ist. Zur Veranschaulichung werden wir dieses Glei-
chungssystem mit einfachen Werten per Hand I6sen. Dazu lésen wir zun&chst nach x und y in

Abhéngigkeit von t auf und setzen dann in die Ausgangsgleichung ein. Wir definieren

5 14 —6
i=|l10]|, ©b=|5|ud =15
-3 -7 -9



Wir nehmen als Geschwindigkeitseinheit 300000k /s und messen die Zeit als Vielfaches
von t = 300.000~'Sekunden. Dann gilt

152 +102 -3 — (142 +5*— 7)) + (14 —5)x+ (5—-10)y — (-7 — (=3))t =
152 +102—3*— (62452 —9%)) + (-6 —5)x+ (5—10)y — (=9 — (-3))t =

I
o

- 9x — 5y + 4t — 28
—~11x—5y+6t+68 = 0

9x -5y = —4t+28
=
—11x -5y = —6t—68

9 5\ [x —4 28
< =t +
-11 -5/ \y —6 —68
Bei zwei Gleichungen und drei Unbekannten kénnen wir zundchst nur nach x und y in Ab-

héngigkeit von t auflésen. Der Ansatz fuhrt Gber

€1t + f1
X= 62t+f2

und
(9—5—428) . (10110254>
-11 —5|-6 —68 018 2
ZU
el B 8, 76
105 50 25

Nach Einsetzen in die erste Ausgangsgleichung

TG —20GX+d'Gi=0

erhalten wir eine quadratische Gleichung, die wir mit der pg-Formel I6sen kénnen:

ert + f1)2 + (et + fz)z — - 2a1(e1t + f1) — 2ax(eat + f2) + 2ast + a% + a% — a%
6% + 6% — 1)t2 + 2(€1f1 + €2f2 —aie1 — arer + ﬂ3)t
+(=2a1fy = 2a2fo + f{ + f3 +ai + a3 — a3)

(
(

Daraus erhalten wir die quadratische Gleichung

37 , 12301 n 24676

— t t 0
1250 625 625
mit den Lésungen #; = 2 und t, = —27% ~ —666.9.

Wie gesagt brduchte man eigentlich eine weitere Information; da der zweite Punkt jedoch viel



zu weit (ca. 200 Mio. Kilometer) entfernt liegt, erlibrigt sich das. Nach Einsetzen erhalten wir flr
¥x=>5undy =5.

3.2 Verfahren im Raum

Bei der Lésung der GPS-Gleichungen, mit der wir uns bisher befasst haben und die wir uns im
Folgenden im Raum anschauen werden, handelt es sich um eine sogenannte geschlossene L6-
sungsform, bei der also algebraisch die Positionswerte bestimmt werden. In der Praxis wird sie
jedoch kaum noch verwendet, da man in dem Fall, dass man die Signale von mehr als vier Satel-
liten empféngt, diese Zusatzinformationen nicht verarbeiten kann. Stattdessen gibt es verschie-
dene Naherungsverfahren. Erw&hnenswert sind die iterativen Verfahren, die auf Linearisierung
beruhen, die man anfangs verwendete. Hierbei kann z.B. mehrkanalig gearbeitet werden, wenn
die Satelliten auf verschiedenen Frequenzen senden, die in der Atmosphére unterschiedlich stark
wechselwirken ([4]Kapitel 2.4.2). Aktuell wird vor allem die sogenannte Kalman-Filterung verwen-
det, da sie z.B. die Bewegungssensoren von Handys und andere zusatzliche Informationen in
die Rechnung integrieren kann. Das ist vor allem bei der Navigationsfunktion in Stadten relevant,
da hier die Gebaude die Signale der GPS-Satelliten reflektieren und gréBere Ungenauigkeiten
verursachen([5]Kapitel 3.5.2). Zum mathematischen Verstandnis der Funktionsweise von GPS
ist jedoch die geschlossene Lésungsform sehr geeignet.

Im Raum funktioniert die Rechnung weitgehend analog zur Ebene. Wir brauchen also nun
vier statt drei Informationspaare aus je Position und Zeit. Da wir wissen, dass wir uns auf einer
bestimmten Flache befinden (die Erde), wiirden auch drei schon reichen, sofern wir unsere Héhe
Uber dem Meeresspiegel kennen. Konkret wére das z.B. eine in unserem Empfénger gespeicher-
te topographische Karte.

Ich werde auBerdem anhand der folgenden Uberlegungen mein Programm erlautern, wel-
ches in der Programmiersprache octave geschrieben ist. Dieses schreibe ich linksbiindig und in
anderer Schrift. Ein "%"bedeutet, dass die Zeile eine Anmerkung ist und vom Programm nicht
gelesen wird. "a’*b” bedeutet "a transponiert mal b”.

Wir schreiben

X i by 1 dq
- b - d
g=|Y i e I = | e
z as b3 c3 d3
t ag by C4 dy

1 0 0

010

G—
0 0 1
0 00 —c?

Far octave entspricht das

a=[a_1; a_2; a_3; a_4];

b=[b_1; b_2; b_3; b_4];



c=lc_1; c_2; ¢_3; c_4];

d=[d_1; d_2; d_3; d_4];

v=300000;

G=[1 000;0100;0010; 000 -v-2];

Wie in der Ebene erhalten wir zunachst die Gleichung (7 — X¥)TG(@ — ¥) = 0, klammern aus

al Gi — 2a" G¥ + XT G¥ = 0 und substituieren den quadratischen Term X7 G¥ durch p. Entspre-

chend verfahren wir mit den anderen Vektoren b, ¢ und d. Wir subtrahieren | je zwei Gleichungen,

um den quadratischen Term zu entfernen.

i'Gi—b"Gb—2(@—b

i'Gi—c'Ge—2(@—¢

YIGx =0

TG =0

d'Gi—d'Ge—2(@—d)"Gx = 0.

Um nach x,y, z in Abhangigkeit von ¢ aufzuldsen, definieren wir X =

X

Yy
z

und entspre-

chend auch fir 4, E, cund ET wobei X wieder die gesuchten Positionswerte sind bzw.

al=a(1:3);
b1=b(1:3);
cl=c(1:3);
d1=d(1:3);

Dann gilt

—2(@ — )X = 2c*(ay — by)t — ¢

—2(@ — &)x = 2c*(ay — cg)t — c?

—2(d@" —d")¥ = 2c*(ay — dy)t —c

( _ b4) —‘/T—‘/ + E/TE/

(ﬂi —Cy

-

( dZ) —-‘/T—n+ T 2

2) —*1T—*1 + E*IT—’I

-

Dieses lineare Gleichungssystem lasst sich wieder in Abhangigkeit von t auflésen. Dazu

schreiben wir es als Matrixvektorgleichung: Mit A = 2 (

A=2x[(al-bl1)’; (al-cl1)?’; (al-d1)°’];

erhalt das Gleichungssystem die Form

as — by c2(a‘21
AY =2t | ag—cy | — (a2 —
ay — dyg (aj —

_ bi) +d —*1T—»1

)+a/T ‘-

d )+ —»/T—»/

Wir setzen X' = t¢’ + f' und formen nach & und f" um.

= =7 T
a-—Vv,d —d)

— Ty’
e

—

—dTq



el=A\(2xv~2x[a(4)-b(4); a(4)-c(4); a(4)-d(4)]1);
f1=A\(-v~2x[a(4)~2-b(4)~2; a(4)~2-c(4)"2; a(4)~2-d(4)"2]
+[bl’*bl-al’*al; cl’+*cl-al’*al; dl’*dil-al’*al]l);

elt+f1
ext +
Dannist ¥ = 2+ f2
€3t—|—f3
t
e=[el; 1]1;
f=[f1; 0];

Das setzen wir wiederum in 21 Gd — 287 Gx¥ + ¥ Gx = 0 ein.
% e?xGrext~2+2% (e’ *Gxf-a’*xGxe) *t+(a’*Gxa-2%a’ *Gxf+f 7 *G*xf) =0

Diese quadratische Gleichung kénnen wir Idsen und erhalten die Werte des Vektors X.

w=e’*G*e;

p=2%* (e’ *G*f-a’*Gxe) /w;

g=(a’*G*xa-2%a’ xG*f+f’*G*xf) /w;

% t"2+pt+g=0

t1=-p/2 + sqrt( p*p/4 - q);

t2=-p/2 - sqrt( p*p/4 - q);

x=(t1%e+f)*1000;

printf ("x=( %7.8f, %7.8f, %7.8f, %7.8f )\n",x(1:3), x(4)/1000);

Mit t2 erhalt man einen Punkt, der auBBerhalb der Mondbahn liegt. Der letzte Befehl gibt an, wie

man das Ergebnis dargestellt haben mdéchte.

4 Bezugssysteme

4.1 Koordinatensysteme




Bevor wir nun eine konkrete Rechnung durchfihren, stellt sich die Frage, welches Koordi-
natensystem wir benutzen. Die Zielwerte wollen wir in Langen- und Breitengraden sowie Héhe
angeben, also im Polarkoordinatensystem. Ein Punkt wird mit zwei Winkeln und seinem Ab-
stand zum Ursprung angegeben. Das geographische Koordinatensystem hat seinen Ursprung
im Erdmittelpunkt und dreht sich mit der Erde, es handelt sich um ein sogenanntes erdfestes
Bezugssystem oder auch Earth Centered Earth Fixed System (ECEF).

Die Rechnung gestaltet sich jedoch im kartesischen Koordinatensystem als bedeutend ein-
facher. Dieses hat drei Achsen, wobei der Koordinatenursprung durch den Mittelpunkt der Erde
definiert ist.

Die Umrechnung zwischen kartesischen und polaren Koordinaten kann man sich relativ ein-
fach anhand nebenstehender Grafik vor Augen fiihren. Die Satelliten senden ihre Koordinaten im
kartesischen Koordinatensystem, der Empfénger errechnet seine Position und soll sie anschlie-
Bend in geographischen Koordinaten angeben.

Far die Umrechnung von den geographischen polaren in kartesische Koordinaten auf der
Kugel gilt

X = rcosdcos ¢, Yy = rcosdsing, z = rsind.

Fir die Umrechnung von kartesischen in polare Koordinaten gilt

arctan(%) x>0
¢ =< 180° +arctan(¥Y) x<Oundy>0 , ¢ =arctan (
—180° 4 arctan(¥) x <Oundy <0

zsinqb) . sind
v )’ '

oz

4.2 Zeitsystem

Die GPS-Systemzeit entspricht nicht der Weltzeit UTC (Universal Time Coordinated). Es gibt zwei
wesentliche Unterschiede: Die Weltzeit wird zwischen den verschiedenen Instituten, die mithilfe
von Atomuhren Zeitmessungen durchfiihren, regelmafig abgeglichen. Sie wird auBerdem mit der
astronomischen Zeit (Jahreszeiten) tber Sprungsekunden synchronisiert. Die GPS-Systemzeit
wird hingegen von den Atomuhren der Satelliten und der drei Bodenstationen bestimmt. Zweitens
hat sie keine Schaltsekunden, weshalb sie gegenwértig um etwa 30s von der Weltzeit abweicht.
Am 5. Januar 1988 um 00.00 Uhr stimmten beide Uberein.

5 Genauigkeit

Unsere idealisierte Erde ist eine Kugel und hat einen Umfang von 40000 Kilometern. Um auf
dem Aquator eine Genauigkeit der Breite wie Liange von einem Meter zu haben, brauchen wir
also in der Gradangabe der Zielwerte eine Genauigkeit von 360° /40.000.000 = 0, 000.009°,
das entspricht etwa 41—0 Bogensekunde. Im kartesischen Koordinatensystem ist das ungeféhr ein

Meter.
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In der Beispielrechnung geben wir die Positionsdaten in Kilometern und die Zeit in Sekunden

an. Als Ausgangswerte setzen wir

a=[12836.31170; 10327.43219; 20881.25595; -.06904235217];

b=[24617.74388; 4492.354691; 9013.268925; -0.07130716681];
c=[16175.301566; -10394.17414; 18378.63889; -0.07052677265] ;
d=[7600.057414; -4983.187164; 24997.21138; -0.07036425856] ;

octave rechnet mit 16 Stellen. Man kann beobachten, dass das Ergebnis damit noch auf 6 Stellen
genau ist, danach erhalt man Rundungsfehler. Damit I&sst sich unsere Vorgabe nicht erfillen, es

zeigt jedoch, wie genau ein GPS Empfanger rechnen muss. Wir erhalten als Position
x=( 4001.63791821, 499.030312171, 4932.35227013, 0.00000000 )

In geographischen Koordinaten sind das 7,108 °westliche Lange und 50,730 ° nérdlicher Brei-
te, wenn wir nur von den 6 genauen Stellen ausgehen. AuBBerdem erhalten wir eine H6he von ca.
134,5 Metern und die Zeit 0 Sekunden, also Mitternacht. Geben wir das bei google maps ein,
landen wir bei Adenauerallee 18 in nachster Ndhe des Beethovengymnasiums!

Nun kénnen wir mit dem Programm numerisch verschiedene Falle ausprobieren. Bei der
Position der Satelliten kdnnen wir davon ausgehen, dass sie sehr genau sind, da die Satelliten
untereinander und mit der Bodenstation standig in Kontakt sind. Was kritischer ist, ist die gesen-
dete Zeit. Diese breitet sich namlich keineswegs mit Lichtgeschwindigkeit konstant aus, sondern
je nach aktueller Beschaffenheit der Atmosphare sehr unterschiedlich. In der Praxis sendet der
Satellit daher zusatzliche Informationen Uber die Atmosphéare. Dennoch bleibt diese Information
der kritische Punkt.

Verandern wir zum Beispiel die Zeit eines Satelliten um m Sekunde, verschiebt sich die
errechnete Position um bis zu 50 Kilometer auf der Erdoberflache, bei einer molw Sekunde
um ca. 1 Kilometer. Ist diese Ungenauigkeit bei zwei Signalen vorhanden, hebt sich der Fehler
entweder auf oder verstarkt sich auf bis zu ca. 4 Kilometer.

Beim GPS betragt der durchschnittliche Fehler fir zivile Nutzer 10,3 Meter zu einer Wahr-
scheinlichkeit von 68,3 %, d.h. der Fehler der Zeitmessung liegt in noch deutlich kleinerem
Bereich[5].

6 Rick- und Ausblick

Wir haben die rein mathematische Funktionsweise von GPS kennengelernt und die fiir den Emp-
fanger relevanten Rechenschritte verstanden, indem wir selbst eine Rechenmdéglichkeit aufge-
stellt haben. Die Abschnitte zu Bezugssystemen fiir Raum und Zeit haben die Fragestellung
konkret beleuchtet. Die Uberlegungen zur Genauigkeit lassen die Komplexitat des tatsachlichen
Systems erkennen.

Dennoch wurde nur ein kleiner Teil, nAmlich das Nutzersegment, behandelt und das The-
ma durch die mathematische Betrachtungsweise zum Teil sehr vereinfacht. Ein Beispiel: Nach

der speziellen Relativitétstheorie von Einstein vergeht die Zeit an Orten hdherer Schwerkraft
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langsamer als an Orten niedriger Schwerkraft. Fiir GPS bedeutet das, dass die Atomuhren der
Satelliten langsamer gehen als die auf der Erdoberflache. Dieser Effekt ist zwar minimal, wird
jedoch in der Praxis bertcksichtigt werden, damit der Satellit das richtige Signal sendet.

GPS und generell satellitengestiitzte Ortungssysteme sind zur Zeit hochaktuell, vor allem
angesichts der anstehenden Inbetriebnahme des europédischen Systems GALILEO. Diese Ent-

wicklungen sind sehr interessant, es lohnt sich also, sich noch weiter damit zu beschéftigen!
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